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SINOPSE 
Estudamos um modelo teórico de uma máquina-ferramenta 
que leva em consideração a vibração da peça o da ferramenta re 
lativa â parte da estrutura da máquina que pode ser suposta ri 
gida. 
A grande vantagem deste estudo é a' simplicidade de sua 
aplicação prática. Conhecendo os mesmos parâmetros da maquina 
necessários para o cálculo de modelos clássicos, podemos obter, 
com um numero reduzido de operações matemáticas, as faixas de 
freqüência em que a máquina deve operar para que ela tenha um 
bom desempenho. 
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ABSTRACT 
A theoretical model of a machine tool is studied which 
takes into consider ati on the vibration of the workpiece and the 
tool in relation to the part of the structure that can be assumed 
to be rigid. 
The greatestadvantage of this study is the simplicity 
of its practical application. Employing the same parameters 
necessary for the calculation of classical models, one can 
obtain with a reduced number of mathematical operations the 
frequency bands in which the machine has good performance. 
vi 
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CAPITULO I 
INTRODUÇ&O 
Este trabalho tem como objetivo estudar um modelo teó 
rico de uma máquina-ferramenta. 
Conhecer o comportamento dinâmico de uma máquina-ferra 
menta ê essencial tanto no estágio de seu projeto como no de 
produção de uma indústria, pois, assim, podemos saber com maior 
precisão como ela deve trabalhar, ou como e onde ela deve ser 
alterada para que tenha bom desempenho. 
Como bom desempenho entendemos, principalmente, uma 
maior precisão na usinagem da peça, melhor acabamento superfici 
al, maior vida da ferramenta/ e maior taxa de produção. 
A meta inicial deste trabalho era fazer um estudo do 
comportamento dinâmico de retificadoras sem centro ("centerless") 
usadas, entre outras coisas, na retificação de pastilhas de U0 2 
- o combustível de reatores nucleares tipo PWR, ora em implanta 
ção no país. Mas como o mecanismo de usinagem de metais dos di 
ferentes tipos de mãquinas-ferramentas segue as mesmas leis fun 
damentais, apesar das grandes diferenças construtivas1'2, 
este estudo pode ser aplicado a mãquinas-ferramentas em 
geral. 
Existem muitos trabalhos sobre máquinas-ferramentas sen 
do que a maioria deles é experimental. Alguns dão também um en 
foque teórico mas consideram modelos com um, ou no máximo dois 
graus de liberdade. 
Na verdade, a estrutura de uma máquina-ferramenta é um 
sistema vibratório com um número infinito de graus de liberda 
de. Porém, experiências mostram que o valor do amortecimento 
costuma ser maior para os modos de vibração maiores. Devido a 
isso, conseguimos uma boa precisão nos cálculos, mesmo se des 
prezarmos os modos de vibração mais altos 1. Dessa forma, pode 
mos diminuir a complexidade dos cálculos supondo a mãquina-fer 
ramenta com menor número de graus de liberdade e obtermos uma 
boa precisão para a finalidade desejada. 
Dentre os vários trabalhos existentes, citamos a se 
guir os realizados por autores mais conhecidos nesta área da 
mecânica. 
TLUST'?3 ao apresentar três princípios básicos da vibra 
ção auto-excitada, chamados de "the rnode conpling" , " the 
regenerative chatter", "the velocity component", mostra que o 
primeiro deles sõ tem validade para sistemas vibratórios com 
pelo menos dois graus de liberdade. Desse modo, considera que 
apenas uma massa (a ferramenta) vibra em relação ã outra (a pe 
ça) tendo a ela fixadas duas coordenadas, definindo, assim, um 
sistema com dois graus de liberdade. Mostra ainda que para a 
aplicação dos outros dois princípios basta que o sistema tenha 
apenas um grau de liberdade. 
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TLUSTÍ1* apresenta também alguns trabalhos experimen 
tais sobre fresadoras, em especial a fresadora horizontal com 
ação joelho e a fresadora vertical com ação joelho, tornos e 
fresadoras horizontais. 
POLÃCEK5 estudando amortecedores, supõe fresadoras com 
apenas um grau de liberdade e ao desenvolver estudos teõrico-ex 
perimentais de retificadoras6 considera-as também com um grau 
de liberdade. 
>' Na bibliografia pesquisada encontramos apenas uma teo-
ria em que se supõe a estrutura da máquina-ferramenta com n 
graus de liberdade. Foi desenvolvida por TLUST"? e POLÄCEK7. Ne 
la são feitas algumas simplificações e são incluídas somente as 
teorias do "regenerative chatter" e do "mode coupling", sendo 
omitida a da "velocity component". 
Essas teorias consideram, assim como TLUSTÍ 3, a peça 
fixa e somente a ferramenta tendo um movimento vibratório rela 
tivo ã primeira e ä parte da estrutura da máquina que foi consi 
derada como sendo estacionaria. A aplicação prática desta teo-
ria foi feita supondo sistemas com apenas um e dois graus de 
liberdade. 
Segundo Tlusty, esse modo de análise de estabilidade 
de estruturas de máquinas-ferramentas desenvolve a solução grã 
fica do limite de estabilidade no plano dos Complexos, o que o 
faz diferir dos métodos usados por KUDINOV8, TOBIAS 9' 1, e PE 
TERS 1 0' 1 1, onde ela é desenvolvida somente no plano dos Reais. 
A vantagem ê que uma solução desenvolvida no plano dos Comple 
xos permite saber como o limite de estabilidade depende dos me-
dos da estrutura e as mudanças adequadas a serem feitas na es 
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trutura. 
Existem também vários trabalhos experimentais na cole 
ção M.T.D.R.12 tanto sobre dinâmica de mãquinas-ferramentas em 
geral como para casos particulares (como p. ex.: retificadoras, 
tornos, "hobbing", etc.), mas que seria extremamente extenso se 
citássemos todos aqui. 
TOBIAS1 apresenta também uma série de estudos 
experimentais sobre furadeiras, fresadoras verticais, tornos e 
retif icadoras realizados por diferentes autores. A parte teõri_ 
ca destes estudos é baseada, principalmente, nos princípios bã 
sicos de vibração auto-excitadas de TLUSTY 3. Dentre estes tra 
balhos temos os de TOBIAS e FISHWICK 1 3, GALLOWAV 1, SADOWY 1 5, 
para furadeiras; os de TOBIAS 1 6, TLUSTY 1 7, SADOWY e EISELE 1 5 pa 
ra fresadoras verticais; os de ARNOLD 1 8, HOLKEN 1 9' 2 0, DOI e KA 
TO 2 1 , DOI 2 2, TOBIAS e FISHWICK 2 3, TLUSTY 1 7, para tornos; e fi 
nalmente os estudos de HAHN2 , DOI 2 5, SALJÉ 2 6, para retificado 
ras. 
Como vemos, a maioria dos trabalhos realizados sobre 
este assunto ou são experimentais, tirados diretamente de mãqui 
nas-ferramentas, ou isão estudos de modelos teóricos supondo-as 
com dois graus de liberdade, onde apenas uma massa {a ferramen 
ta) vibra em relação â outra (a peça). 
No trabalho aqui apresentado, além de supormos a ferra 
menta vibrar em relação ã peça, consideramos também que ambas 
possuem um movimento vibratório relativo a parte da estrutura 
que é fixa, ou que assim pode ser considerada por ser suficien 
temente rígida, tal que sua vibração ê desprezível em função da 
vibração das duas primeiras. 
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No capítulo que segue apresentamos o modelo teórico, 
o desenvolvimento das equações matemáticas com os programas de 
computador que são necessários, e a montagem dos dispositivo ex 
perimental de onde foram tirados os dados para testar o modelo 
teórico. 
No capítulo seguinte a este, mostramos como foi consta 
tado o comportamento linear deste dispositivo. 
Logo a seguir (Capítulo IV) mostramos como foram obti 
dos os valores das massas, constantes de mola e constantes de 
amortecimento, seguido (Capítulo V) da calibração da força de 
excitação do dispositivo experimental. 
No Capítulo VI vem a obtenção dos últimos dados de en 
trada de um dos programas de computador, seguida da discussão e 
das conclusões que podemos tirar do modelo teórico apresentado 
e da forma usada para estudá-lo. 
No final vêm alguns Apêndices onde temos tabelas, grã 
ficos, cálculos e os programas de computador com os seus resul 
tados. 
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CAPÍTULO II 
O MODELO TEÓRICO 
II. 1, O Modelo teórico deste trabalho 
O modelo teórico da estrutura da mãquina-ferramenta a 
qui estudado estã representado na Fig. II.1.a. Para ajudar a 
comparação, esta desenhado adiante, esquematicamente, uma mãqui 
na (Fig. II.1.b) que poderia ser uma retificadora sem centro 
("centerless"). 
Fazendo uma comparação de cada parte do modelo com a 
estrutura de uma mãquina-ferramenta temos as relações: 
M - massa da ferramenta -I- massa que vibra da estru 
tura do lado correspondente ao da ferramenta; 
M 2 - massa da peça + massa que vibra da estrutura do 
lado correspondente ao da peça. 
Essas massas poderiam ser chamadas de massas efetivas, 
pois, na verdade, elas representam uma soma de outras massas da 
estrutura da maquina (eixos, chapas, soldas, rolamentos, engre 
nagens, etc.) que se localizam do lado considerado (da ferramen 
ta ou da peça), mas nao são uma massa que sabemos exatamente 
7 
Z F = M a 
onde termina, uma vez que existe um interrelacionamento entre 
elas na estrutura. Cada tipo de máquina terá a sua massa (Mj e 
M 2) definida conforma ela fôr construída. 
K, = constante de mola do modelo teórico que repre 
sente1, todo o comportamento elástico da estrutu 
ra da máquina que suporta a ferramenta; 
K 3 - mesma relação de K válida para a peça; 
K 2 = mesma relação de K válida para o acoplamento 
ferramenta-peça; 
C : = constante de amortecimento do modelo teórico que 
representa a dissipação de energia existente na 
estrutura da máquina do lado da ferramenta; 
C 3 = mesma relação de C válida para a peça; 
C 2 = mesma relação de C válida para o acoplamento 
ferramenta-peça; 
P - força de excitação do sistema existente durante 
a usinagem que faz com que vibre o lado da es 
trutura da. máquina que suporta a ferramenta em 
relação ao lado que suporta a peça, e ambos em 
relação ã parte da estrutura que pode ser consi 
derada rígida. 
Podemos obter agora as equações que regem o movimento 
do sistema da Fig. II.1.a. Pela 2- Lei de Newton temos: 
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Parte da estrutura 
considerada rígida 
„ F I G . I 1.1.a . 
9 
parte da estrutura 
considerada rígida 
„ F I G I I . 1 . b -
10 
Pelo referencial x temos: 
x, : P = M, x, + K x + C x 4- K (x +x ) + C (x +x ) (II.1) 
1 1 1 1 1 1 1 2 1 2 2 l 2 
Pelo referencial x 2 temos: 
x 2 : F = M 2 x 2 + K 3x 2 + C 3x 2 + K 2 (x l+x 2) + C 2 (x }+x 2) (*I-2) 
Para que o sistema de equações acima deixe de ser de 
equações diferenciais fazemos uma mudança de variáveis. Temos: 
F = P e 3 b i t = P (cos (ut + j sen wt) (II. 3) 
Onde: 
P = amplitude da força de excitação; 
t — tempo. 
Fazendo isto, estamos supondo que a força de excitação 
da máquina que gera a vibração é senoidal. Temos: 
x . X e j ü ) t -» x = jcoXe j w t - x = - Ü)2X e j ü ± (II.4) 
Sendo: 
X = R + j U = amplitude complexa; 
R = parte real da amplitude complexa (X); 
U - parte imaginária da amplitude complexa (X). 
A Fig. II.2 mostra a representação gráfica para ajudar 
a interpretação da vibração produzida escrita dessa forma. 
Temos: 
1 1 
to = velocidade angular do vetor X (amplitude comple 
xa) = frequência circular; 
$ = ângulo de fase entre a excitação e a resposta. 
Na Pig. II.2, a força F de excitação esta superposta 
ao eixo do£. Peais (R) , dai o ângulo da fase (<j>) ser o que estã 
representado nesta figura. 
Substituindo (II.3) e (II. 4) na equação (II.1) com o 
índice correspondente temos: 
P e j w t ~ ~ Mj ÜJ2 X, e j W t + K, X, e j w t + j o ^ X, e j a ± + 
+ K 2 (XJ+XJ,) e j í 0 t + jw C 2 (Xj+X^ e j w t 
Simplificando vem: 
P = - M I w 2 X i + K 1 X 1 + juCXj + K 2 ÍX+XZ) + jo)C2 (X^) (II.6) 
Substituindo (II.5) em (II.6) com os índices correspon 
dentes temos: 
P = ~ M^w 2 (R^jU^ + Ki {R+jUj + jwC 1 (Rj+jüj) + 
+ K 2 (R^jüj+I^+j^) + jcúC2 (R 1+jU 1+R 2+jU 2) 
P - - M ^ R j . - jM j to 2U 2 + K l R 1 + JK 1U 1 4- j u C ^ - uCjüj + K 2R ] + 
+ j K ^ + K 2R 2 + jK 2U 2 + joC 2R 1 - WC 2U 1 + jcoC2R2 - wC 2U 2 
(II.7) 
12 
F I G II .2 _ 
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Substituindo (II.5) em ( 1 1 . 1 0 ) com os índices corres 
Para resolvermos a equação (II.7) separamos a parte 
Real (Re) da Imaginaria (Im) e ficamos com: 
(F£) ; P - - M w 2 ^ + K JR 1 - w C ^ 4 K^Rj 4 K^2 - wC^Uj - wC 2U 2 
(Im) : 0 = - M w 2U 1 + K 1U 1 4 w C ^ 4 HjUj f K 2U 2 4 LOC 2 R 2 + wC 2R 2 
Colocando em evidência os parâmetros R , U , R 2, U 2 , 
ficamos com: 
(Re) : P = R 2 { - M j O J 2 4 K j 4 K 2 ) 4 U t (-wCrwC2) 4 R 2 ( í < 2 ) 4 U 2 (-uC2) 
( 1 1 . 8 ) 
(Im) : 0 - R ] (ÍÜCJ+WC^ 4 H ^ w 2 4 K 1+K 2) + R 2 (ü)C2) 4 ü 2 (K2) 
( 1 1 . 9 ) 
0 mesmo procedimento dado â equação (II.1) damos ã equa 
ção (II.2). Substituindo (II.3) e (II.4) na equação (II.2) com 
os índices correspondentes temos: 
P
 e
j w t
 = - M 2 a ) 2 X 2 e j w t 4- K Â X 2 e^ w t + joC 3 X 2 e j w t + 
+ K 2 ( X 1 + X 2 ) e^ w t + jwC2 ( X ! + X 2 ) 
Simplificando vem: 
P = - M 2 W 2 X ? + K 3 X 2 4 jwC 3 X 2 4 K 2 ( X J + X J ) 4 JÜJC2 ( X 2 4 X 2 ) ( 1 1 . 1 0 ) 
14 
P = - M io 2 R„ - j M u 2 ü + K R + J K U„ + joiC R - wC U + K R + 
2 2 - J 2 2 3 2 J 3 2 J 3 2 3 2 2 1 
+ j K 2 U T + K 2 R 2 + j K 2 U 2 + J Ü J C 2 R 3 - Ü C 2 Ü 2 + j ü ) C 2 R 2 - w C ^ 
( 1 1 . 1 1 ) 
P a r a r e s o l v e r m o s a e q u a ç ã o ( 1 1 - 1 1 ) s e p a r a m o s a p a r t e 
R e a l ( R e ) d a I m a g i n a r i a ( I m ) e f i c a m o s c o m : 
(Re) : P = - M Ü J 2 R + K R - wC U + K R + K R - tüC U - wC U 
2 2 3 2 3 2 2 1 2 2 2 1 2 2 
(Im) : 0 = - M w 2 U + K U + LÚC R + K U + K U + wC R + túC R 
2 2
 3 2 3 2 2 1
 2 2 2 3 2 2 
C o l o c a n d o e m e v i d ê n c i a o s p a r â m e t r o s R 3 , \J1 , R 2 , U 2 , f i. 
c a m o s c o m : 
(Re) : P = R (K ) + U (-coC ) + R (-M w 2 + K + K ) + ü (-wC -toC ) 
-1 £~ 1 2 2 2 2 3 2 3 2 
( 1 1 . 1 2 ) 
(Ira) : 0 = R j ( Ü ) C 2 ) + U : ( K 2 ) + R 2 ( toC 2 -koC 3 ) + U 2 ( - M 2 Q J 2 + K 2 + K 3 ) 
( 1 1 . 1 3 ) 
A s e q u a ç õ e s ( I I . 8 ) , ( I I . 9 ) , ( 1 1 . 1 2 ) e ( 1 1 . 1 3 ) f o r m a m 
um s i s t e m a d e q u a t r o e q u a ç õ e s e q u a t r o i n c ó g n i t a s , o n d e R 2 , U 2 , 
R 2 e U 2 s ã o a s i n c ó g n i t a s . P a r a r e s o l v e - l o f i z e m o s um p r o g r a m a 
p o n d e n t e s , t e m o s : 
P - - M 2 ui 2 ( R 2 + j U 2 ) + K 3 ( R 2 + j U 2 ) + j o C 3 Í R 2 + j U 2 ) 
+ K 2 ( R 1 + j U 1 + R 2 + j U 2 ) + j w C 2 ( R 1 + j U 1 + R 2 + j U 2 ) 
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de computador usando a subrotina GELG do SSP ("System/360 
Scientific Subroutine Package", da IBM) que resolve sistemas de 
equações lineares pelo método de eliminação de Gauss. A este 
programa de computador daremos o nome de Programa i. Seus da 
dos de entrada são: M , M 2 , K 2 , K 2 , K 3 , C ] , C2, C3. 
Para obtenção de outro programa (Programa II), que é o 
inverso do primeiro, arrumamos de forma diferente essas mesmas 
equações. Temos então: 
(Re) : P = -Mj (co2Ri) + C¡ (-düj + C 2 (-wl^ -wO,) + Kj (Rx) + K 2 (Rx+R2) 
(11.14) 
(Im) : 0 = - M, (w2U.) + C, (wK ) + C (<oR +wR ) + K (ü ) + K {ü 4-U ) 
J 1 J
 1 2 1 2 1 1 2 1 2 
(11-15) 
(Re) : P = - M2(co2R2) + C 2 (-wUrwü2) + C 3 (-wU2) + K 2 (R^R^) -i- K 3 (R2) 
(11.16) 
(Im) ; 0 = - M 2 (u)2Ü2) + C 2 (wRi+wR2) + C 3 (wR2) + K 2 (Ui+U¿) -i- K 3 (U2) 
(11.17) 
As equações (11.14), (11.15), (11.16) e (11.17) formam 
um sistema de 4 (quatro) equações e 8 (oito) incógnitas que sio: 
M 1 , M 3 , C i , C 2 , C^f K j / K 2 , K . Para podermos resolvê-lo preci 
samos de mais 4 (quatro) equações. O valor dessas incógnitas ê 
constante para qualquer freqüênoia. Se colocarmos então uma no 
va freqüência obteremos novos valores para R , U 1 , R 2 e U 2 , ob 
tendo assim quatro novas equações. Fazemos novo programa de 
computador (Programa II) da mesma forma que a úo Programa I, mas 
desta vez os dados de entrada são R 2, U j , R 2 e U 2 para dada fre 
qüência w , e novos R L, U 1 # R 2 , U 2 , para outra freqüência cu2 . 
Para ajudar a compreensão do que foi exposto, escreve 
mos a seguir a notação usada para os sistemas de equações nos 
programas de computador. 
0 sistema de equações lineares fica: 
A X = B 
Para o Programa I temos: 
A = 
K, 
coC. 
- toC. 
K, 
K. 
-MjüT + K x + K 2 w C 2 
w ( C 2 + C 3 ) 
-toC. 
K, 
-M 2 tú 2 + K 2 + K 3 ~ w ( C 2 + C 3 ) 
-M 2ÜT + K 2+K 3 
f ^ 
R 
X = 
R_ 
p 
o 
B - < 
o 
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P a r a o P r o g r a m a I I t e m o s : 
Ï 2 1 i l i w f R _ . 0 - u ^ u " u i í u n + u i 
w i U u 
0 oTR 
1 1 2 
o ^ u 1 2 
1 21 
0 ÜTR 
2 2 2 
0 0 ) ü 
2 22 
a \ R , , m, (R, + R ) 
1 1 1 1 1 1 12 
-o) u - w (u +u ; 
2 2 1 2 2 1 2 2 
0 R M R 1 1 + R 1 2 0 
0 ü n ° n + U i 2 0 
0 - ^ ( U , ^ ) - c o ^ 0 R 1 ] t + R 1 2 R 1 2 
U 1 Í R 1 1 + R i z ) W 1 R 1 2 0 U l l + U 1 2 U ! 2 
0 R R +R 0 
2 1 2 1 22 
t o 2 R 2 1 t o 2 ( R 2 I + R 2 2 ) 0 U 2 1 U 2 1 + U 2 2 
0 -ü) (ü +U ) -to U Ü R +R R 
2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 22 
0 ü) (R + R ) w R 0 U +U U 
2 2 1 2 2 2 2 2 2 1 2 2 22 
S e n d o q u e R a j , R i 2 ' ^ 1 1 ' U 1 2 / s ã o v a l o r e s r e a i s e i m a 
g i n ã r i o s c o r r e s p o n d e n t e s â f r e q ü ê n c i a w . E R 2 1 , R ? 2 , U 2 l e U 2 2 
s ã o o s v a l o r e s c o r r e s p o n d e n t e s â f r e q ü ê n c i a w . C o m o v e m o s , o 
p r i m e i r o í n d i c e e s t á a s s o c i a d o a s f r e q ü ê n c i a s e o s e g u n d o â s m a s 
s a s . 
- M 
2 
C i 
C 2 ^ 
K . 
K, 
K 3 
B = -s 
P 
O 
P 
O 
p 
o 
p 
o 
1 8 
Esquematicamente temos. 
Programa I 
Dados de Entrada 
Mj, M 2 , CJ, C 2 , 
C 8 / K l f K 2 / K 3 
i 
Progrc ima I 
Saída 
R 2, U x, R 2, U 2 
Programa XI 
Dedos de Enerada 
a-!->-R M /U 1 1 #R 1 2 /U 1 2 
t 0 2 ' > R 2 ] ' U 2 l ' R 2 2 ' U 2 2 
1 
Programa II 
Saída 
Mj, M 2 , C l f C 2 , 
C 3 / Kj, K 2 , K 3 
A saída do Prograima I é R , R 2 , U : , U 2 , isto ê, não 
tem notação para a freqüência. Isto acontece pois podemos usar 
tanto a freqüência w t como co2 que obteremos esses valores cor 
respondentes â freqüência de entrada do programa. 
Estes dois programas se encontram no Apêndice I, jã 
com os dados obtidos. 
Como vemos, os dados de entrada do Programa I, são a 
saída do Programa II. A necessidade do uso desses dois progra 
mas serã explicada no Capítulo V I I , onde se pode entender com 
maior facilidade. 
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II.2. O Dispositivo Experimental 
Montamos um dispositivo representando o modelo teõri 
co, para que pudéssemos obter os dados necessários para o estu 
do deste modelo. A Fig. II.3 mostra o desenho desse dispositi 
vo numa visão tridimensional, enquanto a Fig. II. 4 o mostra nur..a 
vista de frente. Segundo esta ultima figura, notamos que ele 
foi colocado sobre um suporte (2) e este sobre um isolador de 
vibrações (1) para que as medidas dinâmicas tiradas dele fossem 
mais precisas e verdadeiras, sem influências do mexo exterior. 
Sua base rígida (3) é composta de blocos padrões fura 
dos no centro, colocados aos pares (Fig. II. 3 ) , por onde passa 
um eixo (11) com rosca nas extremidades, para que possamos fi 
xar esses blocos. Eles possuem comprimentos diferentes e foram 
colocados da forma adequada para que o dispositivo tivesse bom 
funcionamento. 
Os imãs 1 (6) o 2 (8) fazem parte da massa 1 (Mj) e da 
massa 2 (M 2) respectivamente, massas essas que sere-io definidas 
e calculadas em capítulo posterior. Esses imãs são fixados a 
barras flexíveis (5) por um parafuso (10), que alem de os sus 
tentarem fazem o papel de mola. 
Ao ima 1 foi enrolada uma bobina (7) para que, através 
de uma corrente alternada, fosse gerado um campo magnético que 
fizesse o papel da força (F) de excitação do sistema. Estudare 
mos essa força (F) com mais detalhes no Capítulo V. 
Atras do ima 2 foi fixada uma massa (10) fazendo com 
que as massas M 1 e M 2 ficassem sensivelmente diferentes. 
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Como as duas barras que fazem o papel de mola são iguais, 
com a finalidade de uma ter rigidez diferente da outra, cada 
uma delas foi colocada entre.duas placas de aço (4) rígidas fa 
ce ã rigidez das barras. 
Colocamos essas placas em alturas diferentes em r e l ^ 
ção â altura de cada barra, dessa forma, a rigidez de uma fica 
diferente da outra. A Fig. II.3 e a Fig. II.4 mostram como fi 
cou a posição final das placr.s em relação âs barras. 
Como jã dissemos, a base rígida do dispositivo ê" feita 
de pares de blocos padrões (Fig. II.3). Para fixá-las e susten 
tar as barras, colocamos seis placas de aço inteiriças ( (12) -
Fig. II.4) que abrangem o comprimento total dos pares dos bio 
cos padrões, de tal forma que, ao apertarmos as porcas nas ex 
tremidades dos dois eixos, exista pressão suficiente nas placas 
(4) para fixar as barras (5) (Fig. II.3 e Fig. II.4). 
A Fig. II.5 mostra as dimensões dos blocos padrões de 
aço que fazem a base rígida, das placas de aço (4) que pressio 
nam diretamente as barras e das placas de aço (12) que ajudam a 
fixar a base rígida. 
_ FI G 11 . 4 _ 
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100 50 
•tf 
•©J 
- a - I 
b loco padrão de aço da base r íg ida 
to 50 
teg— . . . - - — - — . f^ej 
L 
r. __o 
'I LO 
T i 
b l o c o pad rão de aço da base r íg ida 
o 
sí-
10 
_ c _ 
100 
p lacas de aço que prendem as barras (^ T) 
10 
A 
- i i 
25 ' 50 25 
- d _ 
p lacas de aço que ajudam a f i xa ra base rígida 
( e s c : 1:2) 
^ F IG n - 5 -
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CAPÍTULO III 
VERIFICAÇÃO DA LINEARIDADE DO DISPOSITIVO 
Como vimos no Capítulo II, as equações que regem o mo 
vimento do sistema são lineares, e c através delas que fizemos 
os Programas I e II, que são básicos para o estudo realizado 
neste trabalho, como veremos no Capítulo VII. 
Precisamos saber então, se o comportamento dinâmico do 
dispositivo, montado e descrito no capítulo anterior, ê linear, 
podendo, neste caso, aplicarmos os dados tirados dele nos Pro 
gramas I e II. Para isso usamos a teoria do fenômeno do salto 
("Jump phenomenon"). 
III.1. Breves Considerações sobre o Fenômeno do Salto 
("Jump Phenomenon"). 
A Fig. III-1.a mostra o comportamento de um sistema 
linear (massa-mola), de 1 grau de liberdade, quando variamos a 
freqüência da força de excitação. É um grafico Módulo da Ampli 
tude (|A|) X Freqüência de excitação (w). A freqüência natural 
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de vibração do sistema é to0. A vertical que passa nesse ponto re 
presenta o sistema vibrando livremente (F 0=O). As assíntotas a 
essa vertical são as curvas que representam o sistema excitado 
2 7 ^ 2 8 
pelas forças F : , F 2 e F 3 , sendo Fl < F 2 < F 3 
Verifica-se matematicamente 2 7' 2 8' 2 9 que o comportamen 
to de um sistema nao linear (massa-mola), de 1 grau de liberda 
de, pode ser tanto o indicado pela Fig. III.l.b como o da Fig. 
III.l.c. 
Nestas figuras, a curva que passa por co0 ê uma curva 2 6 
e não mais uma reta vertical, como no sistema linear (Fig. 
III.1.a). Sendo assim, no sistema não linear, a sua freqüência 
natural cresce com o aumento da amplitude (representa uma mola 
que se torna mais rígida com o aumento da amplitude, conhecida 
como "Mola dura" - "hard spring" - Fig. III.l.b), ou decresce 
com o aumento da amplitude (representa uma mola que se torna me 
nos rígida com o aumento da amplitude, conhecida como "Mola mo 
le" - "soft spring" - Fig. III.l.c). 
Para os sistemas com amortecimento, que é o que vai 
nos interessai", existe uma amplitude máxima que o sistema che 
ga, que é onde ocorre a ressonância. É interessante notar que 
para sistemas massa-mola não lineares, sem amortecimento, o f e 
nômeno da ressonância não ocorre. No caso da "mola dura", por 
exemplo, fazendo crescer a freqüência de excitação do sistema 
(OJ) , vinda de um valor pequeno de amplitude, não existe nenhum 
valor finito de w que faça com que essa amplitude fique infini 
tamente grande, ou seja, não ê possível a ocorrência da resso-
nância 2 e. 
A Fig. III.2 mostra o que ocorre, na prática, nos sis 
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temas massa-mola-amortecedor não lineares. Dada uma força de 
excitação com uma freqüência baixa ( w 5 ) , a medida que vamos au 
mentando esta freqüência, ela passa pelo ponto (4) (w ) e vai 
até o ponto (6) (CÜ2) . Ao chegar aí, que ê o ponto onde a tan 
gente à curva é vertical, a amplitude de vibração da massa cai 
bruscamente para o ponto (2), e passa a diminuir continuamente. 
Esta queda de amplitude brusca ocorre na freqüência de excita 
ção w 2. 
;
 Ao diminuirmos agora a freqüência de excitação a par 
tir do ponto (1) (u ) , a amplitude passa pelo ponto (2) e vai 
até o ponto (3) (LO 3). A I chegando, ela aumenta bruscamente ate 
o ponto (4), vindo, então, a cair de forma contínua. 
Como vemos, ocorrem duas alterações bruscas de amplitu 
de, do ponto (6) para o (2) e do ponto (3) para o (4), em duas 
freqüências respectivas (ui e w 3 ) , dependendo se a freqüência 
de excitação esta sendo aumentada ou diminuída. Devido a essas 
alterações isto ê chamado de fenômeno do salto ("Junip phenomenon"). 
A Fig, I I I . 2 mostra somente o comportamento para "mo 
la~dura", uma vez que o de "mola-mole" ê semelhante, tendo ape 
nas a inclinação do pico da amplitude para o outro lado, como 
mostra o gráfico da Fig. III.2.c. 
Podem existir também sistemas que tenham o comportamen 
to não linear para grandes amplitudes, podendo, porem, ser çon 
siderados lineares para pequenas amplitudes , ocorrendo, neste 
caso, um erro considerado desprezível 2 9, como mostra a Fig. 
III.3. Nela, a curva 1 representa um sistema linear e a curva 
2 um sistema não linear. Existe uma diferença entre as freqüên 
cias naturais de cada um, mas ela ê pequena devido à baixa am 
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plitude. Notamos, também, que a curva 2 (não linear) não apre 
senta o fenômeno do salto de forma verificável na pratica. 
III.2. Comportamento do Dispositivo 
O esquema da Fig. III. 4 mostra como montamos, no dispo-
sitivo, os aparelhos de medida para esta experiência. 
No caso, para facilidade de compreensão, esta figura 
mostra a disposição da aparelhagem para a obtenção apenas da am 
plitude de vibração da massa 2. 
Tomamos o cuidado de colocar a lingueta na vertical pa 
ra que não houvesse atrito com a fenda do sensor (Apêndice II), 
o que faria diminuir a aplitude de vibração da massa. 
A corrente que fizemos passar pela bobina foi tal que 
criava uma força de excitação que provocava a maior amplitude 
de oscilação das massas,- de tal forma que esta não ultrapassava 
o limite de medida do sensor. 
Colocamos um contador de freqüência digital, com preci 
são de ate 0,1 Hz, acoplado ao gerador de freqüência para maior 
precisão de medida. 
Dados: 
- Contador de Freqüência Digital - 1191 - B 
COUNTER GENERAL RADIO 
- Gerador de Freqüência - LEADER - LAG - 120 
3 1 
contador 
de 
frequência 
gerador 
de 
frequência 
(Tj Base magnética 
( ? ) Haste da base magnética 
(S) Sensor Mode io l 
(7) Lingueta opaca 
(jT) Massa 2 
(J) Massa 1 
„ F I G III . 4 -
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- Osciloscópio de Memória - TEXTRONIX - TYPE 564 B -
MOD 121 N 
Fazendo variar a freqüência de excitação, reparamos que 
os pontos onde ocorrem oscilação máxima das massas se situa per 
to de 11,8 Hz e 23,2 Hz. Sendo assim, para este trabalho, fize 
mos a freqüência variar de 10,5 Hz e 2 5,0 Hz, pois, desta forma, 
abrangemos toda a faixa onde ocorrem os picos de amplitude. 
Primeiramente, com o sensor acoplado â massa 2, liga 
mos os aparelhos, e.. após o tempo necessário para o seu bom fun 
cionamento, variamos a freqüência de 10,5 Hz a 25,0 Hz, obtendo 
a primeira tabela de dados para a construção do grafico Ampiitu 
de x Freqüência. Ao chegarmos nessa freqüência mais alta, obti 
vemos a segunda tabela fazendo a freqüência decrescer. Repeti 
mos essa operação mais duas vezes e obtivemos, assim, 3 grãfi 
cos. Agimos do mesmo modo para a massa 1. 
Vale notar que, para obtermos maior precisão de medida 
da freqüência, anotamos as 5 medidas fornecidas pelo contador 
de freqüência digital enquanto registrávamos a amplitude de v_i 
bração da massa em questão. Dessas 5 medidas, tiramos uma me 
dia, obtendo, assim, a freqüência mais provável com que o siste 
ma estava sendo excitado. 
Dessas medidas, podemos fazei" 'a Tab. Ill.lea Tab. 
III.2 em que constam as freqüências onde ocorrem os picos de am 
plitude correspondentes a cada gráfico (ver página seguinte). 
Para fazer essas medidas usamos o sensor Modelo I que 
permite medir um deslocamento maior das massas. 
Pela Tab. III.1, da massa 1, notamos que nas freqüên 
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T a b . I I I . 1 
M A S S A 1 
N9 do Grafico 
e da 
Tabela 
Freqüência Aumentando 
(10,5 Hz ->- 25,0 Hz) 
Freqüência Diminuindo 
(25,0 Hz 10,5 Hz) 
Freq. (Hz) Ampl. (pm) Freq. (Hz) Ampl. (um) 
I 
11,80 2 ,3 11,84 2,6 
23,28 68 23,28 62 
I I 
11,82 2 ,6 11,84 e 11,80 2,9 
23,28 70 23,30 66 
I I I 
11,84 3,0 11,84 3,0 
23,30 94 ' 23 ,30 96 
T a b . I I I . 2 
M A S S A 2 
N9 do Grafico 
e da 
Tabela 
Freqüência Aumentando 
(10,5 Hz) 25,0 Hz) 
Freqüência Diminuindo 
(25,0 Hz ->• 20,5 Hz) 
Freq. (Hz) Ampl. (um) Freq. (Hz) Arrpl. (]jm) 
I 
11,84 40 11,84 40 
23,-22 2,3 23,20 1,5 
I I 
11,80 55 11,82 55 
23,26 2,2 23,24 2,3 
I I I 
11,80 53 11,82 48 
23,24 2,3 23,24 2,3 
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cias perto de 11,8 Hz, que é onde ocorre o máximo de amplitude 
da massa 2, a amplitude da massa 1 é muito pequena e por isso 
menos precisa, daí nos fixarmos somente na freqüência onde ocor 
re o pico de amplitude, que ê onde poderia havar um comportamen 
to não linear verificável na experiência, como já foi explicado 
quando falamos sobre o fenômeno do sal to. 
Perto da freqüência de 23,3 Hz, pico máximo de arnplitu 
de da massa 1, notamos que para os 3 gráficos (I, II e III) , a 
Variação de freqüência e praticamente nenhuma (23,28 Hz e 2 3,30 
Hz) . Somente no gráfico III ê que a amplitude foi um pouco 
maior que nos outros dois, devido a um pequeno aumento da cor 
rente que passa pela bobina. Essa tabela mostra que o sistema 
tem um comportamento linear enquanto essa massa vibrar com uma 
amplitude ate 96 um. 
Para analisar o comportamento do sistema quando ocorre 
o pico de amplitude da massa 2, usamos o mesmo raciocínio usado 
acima, isto ê, vemos somente os picos de amplitude dessa massa, 
pois são neles que apareceriam com maior clareza e precisão a 
não-linearidade do sistema caso houvesse. 
Para a massa 2, as variações de freqüência também fo 
ram praticamente nenhuma nos 3 gráficos (I, II e III) , o que 
mostra o comportamento linear do sistema quando essa massa vi 
bra até uma amplitude 55 um. 
Devemos observar que essa experiência mostra apenas 
que quando a massa 1 tem uma amplitude até 96 um, ou quando a 
massa 2 tem uma amplitude até 55 um, o sistema tem um comporta 
mento linear, embora ele ainda possa continuar sendo linear em 
maiores amplitudes. Só não conseguimos verificar isso devido 
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ã limitação de medida do sensor. 
0 que vale, entretanto, é saber que existe uma faixa 
de vibração em que o sistema tem um comportamento linear, embo 
ra essa faixa possa ser maior do que a que foi verificada. 
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CAPÍTULO IV 
OBTENÇÃO DOS PARÁMETROS M, C e K 
Os parâmetros das equações desenvolvidas no Capítulo 
II, além de medidos na prática, alguns deles foram também, ante 
riormente as medidas, calculados teoricamente e comparados com 
o valor medido para a certificação de sua validade. 
IV. 1. Constantes de Mola (K) 
Como foi visto no Capítulo II, a peça que faz papel de 
mola no dispositivo ê uma barra de aço para molas (alto teor de 
carbono) suficientemente rígida e elástica para sustentar o imã 
em sua extremidade livre, e ao mesmo tempo atuar como as molas 
que são representadas no esquema da Fig. II.1.a. 
Por melhor conveniência, o campo magnético existente 
entre os imãs do dispositivo é que age como mola de acoplamen 
to. Sõ conseguimos obter o valor de sua constante de mola (K£) 
através de dados experimentais. Mais adiante veremos como fo 
ram obtidos os dados necessários ao seu cálculo e como ele foi 
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realizado. 
IV.1.1. Determinação analítica 
Nesta parte, em que se determina analiticamente os va 
lores das constantes de mola das duas barras, foram feitos dois 
tipos de cálculos para cada uma delas. 
No primeiro obtemos o valor máximo e mínimo que elas 
podem ter supondo-as com a seção reta não variável e com o maior 
e o menor valor de suas larguras, respectivamente. 
0 segundo calculo é mais preciso, pois supomos a seção 
reta da barra com variação linear em relação ao seu comprimento 
(altura) . Mesmo neste caso existe algum erro, emborei menor que 
nos outros dois, pois notamos pelas medidas obtidas da barraque 
esta variação, na realidade, não é linear. 
- Primeiro Cálculo -
Aqui obtemos o maior e o menor valor que cada barra 
pode ter. 
Pela referência [_ 3 0 temos a fórmula para uma viga 
em balanço com uma massa presa na extremidade livre: 
E I 
K = 3 (IV. 1) 
Onde (Fig. IV.1.a): 
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e 
(IV.2) 
Sendo; 
K = constante de mola da viga para urna carga na ej. 
tremidade livre; 
E = modulo de elasticidade do material da viga; 
I = momento de inercia da seção reta da viga; 
í = comprimento da viga; 
b = comprimento da massa; 
^e " comprimento efetivo da viga. 
Pela referencia [~ 3 1 ] temos: 
Aço para molas: 
E - 22 • 105 kgf/cm2 
10 3g 
22 10 = 22 • 10G g/W 2 
102mm: ,2 
Pela referencia [] temos; (Fig. IV.l.b): 
b h 3 
(IV.3) 
12 
I = momento de inercia de um retângulo; 
b = base do retângulo; 
h = altura do retângulo = espessura da barra. 
Pela fórmula (IV.1), o comprimento das barras deve ser 
considerado a distancia que vai da base (ponto de engaste) até 
3 9 
_ F I G tV . 1 -
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h = 100 mm = SL 
i e 
Por ter seolo reta variável, calculamos o momento de 
inercia máximo e mínimo que esta barra pode ter que corresponde 
ao valor máximo (I ) e mínimo (I respectivamente, da 
constante de mola para esta barra. Temos; 
a) l i m-¡_ n b - 23,7 mm ; h = 1,5 mm 
bh 3 23,7 •• 1,5 3 
j _
 =
 _ -> I . = 6,67 mm 1 
ímxn írain 
X /
 12 
b) ~y b = 28,3 mía ; h = 1,5 mm jmax 
bh 3 28,3 • 1,53 
X r= = -í- I = 7 , 9 6 mmlt 
imax ^ ^ imax ' 
Como vemos, o momento de inercia (I) da barra 1 estã com 
preendido entre 6,6 7 mm" e 7,9 6 mm1'. A faixa do valor era que 
se situa sua constante de mola (K1) vai do valor mínimo í K m i n ) ' 
relativo ao momento de inercia mínimo (I . ) , ao máximo (K „ ) , 
imm imax 
relativo ao momento de inercia máximo (I . Temos: 
i max 
a> K min = 
3 • 22 • 10 G * 6,67 
100 
o seu furo, que é o lugar por onde passa o parafuso que fixa o 
imã a elas (Fig. I V . 2 ) , 
- Para a barra mais rígida (barra 1) -
O comprimento da barra 1 fica valendo então (Fig. IV.2): 
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=> K . " = 440,22 g/mm = 4314,16 N/m 
b) K 
imax 
3 • 22 • 1 0 6 •• 7,96 
100 
K = 525,36 g/mm - 5148,53 N/m imax ' J / 
- P a r a a b a r r a menos r í g i d a ( b a r r a 2) -
P e l a F i g . I V . 2 , t emos : 
h - 147 mm = l 2 e 
Fazemos aqu i o r a c i o c i n i o c o r r e s p o n d e n t e ao usado p a r a 
a b a r r a 1 . Temos: 
a) I . - I . = 6,67 mm4 2mm imxn 
b) I => b = 29,2 mm : h = 1,5 mm 2max • ' 
bh 3 29,2 « 1 , 5 3 
'2max 12 12 
;> I = 8,21 mm1 2max ' 
Temos a g o r a : 
a ) Kamin = 
3 • 22 • 10 6 - 6,67 
147 3 
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=> K amin = 138,59 g/mm - 1358,14 N/m 
3 • 22 • IO6 * 8,21 
b) K 
smax 1473 
=> K 3max = 170,58 g/mm = 1671,71 N/m 
- Segundo Cálculo -
Obtemos aqui o valor da constante de mola de cada bar 
ra, supondo uma variação linear da sua largura (b) com seu com 
primento (L). Este calculo é feito através de sua deflexão (v) 
na extremidade livre. 
Podemos obter a fórmula do momento fletor em relação a 
uma seção que dista x da origem (Fig. IV.3.a). 
Sendo a convenção usada: 
Carga (Q) para baixo: + (positivo). 
Deslocamento (v) para cima: -h (positivo). 
Momento fletor (M) quando traciona as fibras superio 
res: + (positivo). 
Temos para pequenas deformações 3 3: 
M(x) = + Q (Ir-x) (IV.4) 
- F|G IV . 3 -
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d 2v M Í X ) 
„ ( I V . 5 ) 
dx 2 EI (x) 
Sencto: 
b(x) h 3 
I (x) - ( I V . 6 ) 
2
 12 
Calcu l amos a g o r a I ( x ) . Temos a r e l a ç ã o e n t r e os t r i â n 
g u l o s s e m e l h a n t e s Á C E e A B D ( F i g . I V . 3 . b ) : 
b(x) b. b, 
hl - b(x) b i ~ b o 
X L x 
X 
=> b(x) = - <bQ - b a ) + h1 
L 
( I V . 7 ) 
S u b s t i t u i n d o ( I V . 7 ) em ( I V . 6 ) 
h 3 x h 3 
l„(x) = (b 0 - bj) + — b 
12 L 12 
( IV .8 ) 
S u b s t i t u i n d o ( IV .4 ) e ( IV .8 ) em ( I V . 5 ) , temos 
d 2 v 
dx' 
Q (3>x) 
h 3 ~! jj2L 0*0-^) + 12 b . 
=> 
a 2v 
dx' 
1 
+ — 
Qx 
E xh 3
 K v . b jh 3 E xh , . b ]h 3 
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Fazendo: 
P 
*
3
 fcp-V 
12L 
q = 
12 
r = -
E 
Q 
s = — 
E 
Temos: 
d2v r sx 
+ —,— 
dx2 px 4- q px + q 
Integrando temos: 
dv 
dx 
Ln Cpx+q) + s 
x q 
P P' 
ln (pxH-q) + B (IV.9) 
Usando as condições de contorno, temos 
dv 
x = 0 => — = 0 
dx 
Da (VI.9) podemos tirar B 
/ sq r 
B - (ln q) 
Vp 2 p 
(IV.10) 
Substituindo (IV.10) em (IV.9) temos: 
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dv 
dx -
 r 
— In (px+q) + s 
x q 
P P' 
In (px+q) + (In q) 
;q r 
P P 
Integrando novamente temos: 
r sq 
v(x) = 
P P 2 
(px+q) In (px+q) - (px+q) 
P 
S /X' 
+ - (—) + 
P V 2 
+ (ln q) — x + D 
V P' 
(IV.11) 
Dsando as condições de contorno temos 
x = o => v(0) = 0 
Da equação (IV.11) podemos tirar D 
q ,sq r 
D = - - - - - ) (ln-q - 1) (IV.12) 
P Vp 2 p 
Substituindo (IV.12) em (IV.11) temos: 
r sq 
v(x) 
P P 2 
(px+q) ln (px+q) - (px+q) 
P 
s /x' 
+ - (—) + 
P V 2 
,sq r-
+ (ln q) ) x + 
^ P2 P' 
q /sq r 
+ — ( j <ln (q) - D 
P P 2 P 
(IV.13) 
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Sabemos que para o nosso caso temos: 
Q = K v(x) 
Fazendo a força (Q) valer 1,0 grama que ê a unidade em 
que colocamos o valor do Modulo Young (E), obteremos o valor da 
constante de mola (K) para cada barra calculando o inverso do 
deslocamento obtido para o seu respectivo comprimento. Temos: 
1 
Q = K v(x) => 1 — K v(x) K 
v(x) J-
g/mm 
Calculo constante de mola para a barra 1 (K ) -
x = L — 100 mm E = 22 • IO6 g/mm2 b Q = 23,7 mm 
Q = i,o g h = 1,5 imi b, - 28,3 mm 
Essa equação (IV. 13) nos dã a deflexão (deslocamento) da 
barra em função da distância (comprimento (L)) que vai da parte 
mais larga da barra (base), ou ponto de engaste (x), â sua ex 
tremidade (parte mais estreita) que é o lugar onde ê fixada a 
sua massa correspondente. 
Tendo agora a deflexão (deslocamento (v{x)) da barra 
em função de uma coordenada x (comprimento da barra), podemos 
substituir os valores que temos das barras nesta equação (IV.13) 
pbtendo seu deslocamento em função da força aplicada, pois: 
v(x) = f(Q) 
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(b 0 -b , ) (23 ,7-28 ,3) _ 2 
p r= h 3 — - 1 , 5 3 -> p = - 1,293750 • 10 
12L 12-a00 
b. h 3 2 8 , 3 - 1 , 5 3 
q = _ A — „
 q = 7,959375 
12 12 
QL -1-100 _ 6 
r = = . r = „ 4,545455 • 10 
R 22.-10G 
Q 1 
s ~ _ = s = 4,54545 • 10 
E 22.-.106 
Por p a r c e l a s t emos : 
r sq _ 3 
s= „ 1,8101621 * 10 
P P 2 
px + q - 6,665625 
(px+q) ln (px+q) - (px+q) 
- - 462,1313098 
s / X 2 
=• 1,756697 • 10~ 2 
P V 2 • 
(ln q) x = 3,754911 • 10 
V p ' 
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v(x - 100) = - 1,98644 • 10 3 mm 
O s i n a l n e g a t i v o da d e f l e x ã o (v) é d e v i d o ao r e f e r e n 
c i a i c o l o c a d o . P a r a o c a l c u l o da c o n s t a n t e de mo la (K) usamos 
seu v a l o r a b s o l u t o . Temos: 
1 1 
K, = 
1
 |v(x=100)[ 1,98644-IO" 3 
K = 503,41 g/mm - 4933,45 N/m 
C á l c u l o da c o n s t a n t e de mo la p a r a a b a r r a 2 (K ) 
D a d o s : 
x = L = 147 mm E = 22 * 10G g/mm2 b = 23,7 mm 
Q = 1,0 g h = 1,5 mm b : = 29,2 mm 
C á l c u l o s p a r c i a i s : 
h 3 ( b - b . ) 1,5 3 (23,7-29,2) 
p = ^J . =
 = > p = - 1,052296 10 
12L 12-47 
b . h 3 29 ,2-1 ,5 3 
q - = „ ^> g = 0,2125 
12 12 
q / s q r i 
( In q - 1) = -- 1,196443 
P \ P 2 P ' 
Temos e n t ã o : 
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QL 1-147
 6 
r B - =- => r - _ 6,681818 • 10 
E 22-106 
Q 1 
s = _ = = s = 4,545455 . io 
E 22\1Q6 
Por parce las temos: 
= 2,73617 • 10 
P P 2 
px + q = 6,665625 
(px-fq) ln (px-fq) - (px4q) 
. • = - 568,1694395 
P 
- 4,667068;• 10 
P V 2 ' 
s q r \ - i (ln q) I x = 8,469299 • 10 
P 2 p ' 
Temos então: 
v(x = 147) - - 6,159427 ' 10 3 
Seguindo o mesmo r a c i o c í n i o para o c á l c u l o de Kj temos 
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K 
3
 |v(x==147) I 6,159427-20 3 
Kj = 162,35 g/mm - 1591,06 W/m 
Na parte final deste trabalho, através da comparação 
entre os programas de computador e os resultados experimentais 
obtidos, achamos os valores das constantes de mola. Temos a se 
guinte comparação mostrada nas tabelas abaixo: 
B A R R A 1 
CALCULO 
ANALÍTICO 
COMPUTADOR 
(REAL) ERRO % 
Ki - 4933,45 -
m 
Kj = 4370 -
m 
12,9 
B A K R A 2 
CALCUL0 
ANALÍTICO 
COMPUTADOR 
(REAL) ERRO % 
K 3 - 1591,06 -
m 
K 3 •= 1425 -
m 
11,7 
0 resultado obtido é uma boa aproximação do valor re 
al da constante de mola de cada barra. O erro obtido jã era es 
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perado, uma vez que supusemos para o cálculo uma variação line 
ar da largura em função do comprimento; o que não acontece na 
realidade. Esse resultado serve, entretanto, como verificação da 
validade dos valores experimentais obtidos. 
IV.1.2. Determinação experimental de K e K 3 
IV.1.2.1= Preparação do dispositivo 
Para a determinação .experimental das constantes de mo 
la das barras 1 e 2, colocamos a base do dispositivo na posição 
vertical^ presa por um dos lados numa bancada como mostra a Fig. 
IV. 4. Tiramos as massas e deixamos apenas a base e as barras. 
Com o dispositivo nesta posição, fixamos a ele uma base magneti 
ca que sustentava, na extremidade de sua haste, um relógio com 
parador cuja ponta tocava a barra a ser medida, do lado do seu 
furo (detalhe da Fig. IV.4). Assim, podíamos conseguir medir, 
da melhor forma possível, o deslocamento sofrido pelo centro de 
gravidade das massas quando ali estivessem fixadas. 0 relógio 
comparador usado era da marca TENSO (HUGGENBERGER-ZURICIÍ) , com 
medida máxima de 5,00 mm e precisão leitura de 0,001 mm (1 um) . 
IV.1.2.2. Obtenção dos dados experimentais e cálculos das cons 
tantes de mola (K) das barras 
Após a preparação descrita anteriormente, foram coloca 
dos diferentes pesos de valores conhecidos sobre a barra que es 
tava sendo medida, e verificada, através do relógio comparador, 
a deflexão sofrida por ela. 
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V I S T A L A T E R A L 
E S Q U E R D A 
(T) B a s e d o d i s p o s i t i v o 
(jT) B a s e m a g n e ' t i c a 
( 3 ) B a r r a 2 
Q) B a r r a 1 
© F u r o d a b a r r a p o r o n d e p a s s a o p a r a f u s o q u e f i x a a s m a s s a s n e l a 
(J) Relógio c o m p a r a d o r T E N S O 
(T) H a s t e d a b a s e magnét ica q u e s u s t e n t a o relógio c o m p a r a d a 
ÇS) B a n c a d a o n d e e s t a ' f i x o o d i s p o s i t i v o 
- , F I G I V • 4 „ 
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Foram feitas 4 medidas para cada peso, obtendo, assim, 
•ama região mais provável onde se localiza o valor da verdadeira 
deflexão da barra em questão. 
Esses pesos foram centrados sobre o furo da barra (Fig. 
IV.4-(5)). Dessa forma, podíamos saber o deslocamento sofrido 
pelo centro de gravidade das massas em relação ã força (peso) 
sofrida pela barra. 
Vale observar que o desenho da Fig. IV. 4 mostra a pos_i 
i 
ição do dispositivo para medir a constante de mola da barra 2. 
Para a barra 1, ele foi colocado em posição inversa, isto ê, com 
esta barra embaixo, facilitando, assim, a disposição do relógio 
comparador. 
A Tab. IV.1 e a Tab. IV.2 dos dados obtidos experimen 
talmente para a obtenção das constantes de mola das respectivas 
barra 1 (K ) e 2 (K3) estão nas páginas seguintes. 
Notamos, entretanto, que os deslocamentos medidos fo 
ram feitos com um relógio comparador cuja ponta está encostada 
na barra para obtermos a medida desejada, ponta esta que ê sus 
tentada por uma mola. 
Na verdade, para uma dada barra (1 ou 2), se plotãsse 
mos o grafico Foiça x Deflexão dos dados da sua tabela teríamos 
um coeficiente da reta que passa pela origem que é a constante 
de-mola equivalente ãs duas molas acopladas em paralelo (barra 
e mola da ponta do relógio comparador). 
A princípio, pensamos em calcular a constante de mola 
da barra através da relação que se encontra na pagina 58: 
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Tab. IV.1 - Tabela dos Dados Experimentais para 
Barra 1 
Peso (g) Deslocamento Cpm) 
43 
20 42 
43 
42 
105 
110 
50 105 
105 
145 
70 147 
146 
148 
215 
214 
100 210 
213 
315 
326 
150 
325 
328 
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Tab. IV. 2 - Tabela dos Dados Experimentais para 
Barra 2 
Peso (g) Deslocamento (pm) 
55 
55 
10 55 
55 
100 
102 
20 100 
100 
280 
50 285 
287 
290 
420 
416 
70 420 
418 
600 
59 6 
100 600 
590 
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K = K - + K 
eq rei 
Sendo: 
I<eg = constante de mola equivalente dada pelo grãfi^ 
co Força x Deflexão obtido das Tabs. IV.1 e 
IV.2; 
Krel ~ constante de mola do relógio comparador; 
K = constante de mola real da barra. 
Mas, apôs a construção do grafico Força x Deslocamento 
do relógio comparador, notamos que era necessário outro método 
para obtermos a constante de mola de cada barra, como mostrare 
mos mais adiante. 
IV.1.2.2.1. Comentario sobre o calculo da constante de mola do 
relógio comparador (K ,) 
Para o calculo da constante de mola do relógio compara 
dor Í.K-.) / foi montado um dispositivo como o da Fig. IV. 5. 
Uma base magnética (Fig. IV.5 (.2)) ê fixada no corpo 
da balança de precisão (Fig. IV.5 ( D ) . Ela possui uma haste 
(Fig. IV.5 (3)), que segura outra haste (Fig. IV.5 (4)}, e esta, 
por sua vez, suporta o relógio comparador (Fig. IV.5 (6)) do 
qual queremos medir a constante de mola. 
Sua ponta (Fig. IV.5 (7)) toca o centro do prato da ba 
lança (Fig. IV.5 (8)) que é onde se situa o cilindro que trans 
mi te a força, que atua no prato, para ser medida (Fig. IV. 5 (9) , 
fazendo, assim, com que ocorra menor erro de precisão. 
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(^ T) Corpo da balança de precisão 
(J) Base magnética fixada no corpo da balança de precisão 
(jT) Haste da base magnética 
(j^) Haste que suporta o relógio comparador 
(j^ ) Indicador de força fornecida pela balança de precisão 
Relógio comparador 
ÇT^ Ponta do relógio comparador que toca o prato da balança de precisão 
íT) Prato da balança de precisão 
Cilindro que transmite força que atua no prato para balança de precisão 
FIG IV . 5 -
G O 
Para a construção do grafico Força x Deslocamento, o 
relógio comparador foi colocado em várias posições em relação 
ao prato da balança, e para cada uma delas foi verificada a for 
ça que a ponta do relógio fazia nela através do indicador de 
força da balança (Fig. IV.5 (5)) . 
Ora, essa força indicada pela balança é exatamente a 
força que se faz na ponta do relógio (Fig. IV.5 (7)), que ê su 
portada pela sua mola. Obtendo cada força com o respectivo des 
ílocamento dado pelo relógio podemos construir o grafico deseja 
do. 
Foram feitas duas series de medidas para podermos obter 
maior precisão dos dados experimentais. Construímos duas tabe 
las (Tab. IV.3 e Tab. IV.4) correspondentes a cada serie de me 
didas. 
Como notamos pela Fig. IV.6, a relação existente entre 
a força aplicada na ponta do relógio e seu deslocamento não e 
toda linear. 
Nos deslocamentos iniciais (Fig. IV.7), devido ao atri 
to interno entre a ponta e o corpo do relógio comparador, preci 
samos fazer uma força grande para produzir pequenos deslocamen 
tos. A partir d^ uma força de 4 8g que produz um deslocamento 
de 90 ym (Tab. IV.5), a força necessária para produzir o mesmo 
deslocamento diminui, começando a existir, então, uma faixa que 
podemos considerar linear em primeira aproximação, e como ê nes 
ta faixa que o relógio comparador trabalha com maior precisão 
e menor atrito interno, foi dentro dela que medimos os desloca 
mentos das barras para calcular suas constantes de mola. 
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Tabelas dos Dados Obtidos para Cálculo da Constante 
da Mola do Relógio (K ,) 
Tab. IV.3 
Peso Registrado pela Balança Deslocamento Registrado 
pelo Relógio 
T (g) x (ym) 
40 6 
45 30 
49 230 
55 810 
61 1180 
68 1870 
71 2050 
81 2990 
89 3630 
Tab. IV. 4 
Peso Registrado pela Balança Deslocamento Registrado 
pelo Relógio 
T (g) x (ym) 
39 
43 10 
45 30 
48 90 
50 330 
51 510 
54 730 
58 1030 
79 2810 
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T 
a c 
Logo: 
tg4>a ¥• tgcf^  f tg(J)c K a ^ f¿ K c 
Isto quer dizer que a constante de mola da ponta do re 
logio varia com o seu deslocamento quando trabalhamos na faixa 
da relação Força x Deslocamento. 
Devido a isso, preferimos nao usar o método de obter 
a constante de mola equivalente como se fossem molas em parale 
lo, pois dificultaria muito os cálculos. 
Uma maneira encontrada para obtermos a constante de mo 
la de uma dada barra foi analisar as forças que atuam nela com 
o respectivo deslocamento, como mostraremos a seguir. 
IV.1.2.2.2. Analise das forças que atuam nas barras 1 e 2 para 
a obtenção das suas constantes de mola (Kj e K 3) 
Pela Fig. IV.7, vemos mais claramente que a uma dada 
força T feita na ponta do relógio corresponde um deslocamento 
x ,• a uma força T 2um deslocamento x 2 e a uma força T gum desloca 
mento x . Temos a relação: 
T T 
Mas: 
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Quando o dispositivo se encontra na posição em que fi 
zemos as medidas dos deslocamentos sofridos pelas extremidades 
das barras (Fig. IV. 1) , elas ficam na posição horizontal se des 
prezarmos o seu peso. A força da ponta do relógio comparador, 
entretanto, faz com que a sua extremidade livre levante um pou 
co, e. a barra só voltara â sua posição horizontal., ou sua extie 
midade livre ficará abaixo dessa posição quando colocarmos cer 
to peso. Temos, assim, duas analises a fazer. Uma ê quando o 
peso colocado ainda não é suficiente para fazer a extremidade li 
vre da barra ficar abaixo da posição horizontal, e a outra é 
quando ele ê suficiente para tal. 
Analise I 
- Extremidade livre da barra está acima da sua posição 
horizontal de equilíbrio (Fig. IV.8.a). 
- A Fig. IV.8.a é um desenho esquemático da barra. Sua 
extremidade livre se encontra em 3 posições: 
Posição 1 - Posição em que fica a extremidade livre 
quando encostamos a ponto do relógio com 
parador nela. Corresponde a um desloca 
mento x da posição horizontal. 
Posição 2 - Posição em que fica a extremidade livre 
quando sofre a ação da força da ponta do 
relógio comparador por este estar encos 
tado nela, e a força do peso. Correspon 
de a um deslocamento de x 3 de posição ho 
rizontal. 
Posição 3 - Posição que a barra se encontra na hori 
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T¿ = Kxz (IV.14) 
T¿ = T¿ (IV.15) 
Sendo: 
Tjjj = força que a barra faz sobre a ponta do relógio 
comparador quando sofre um deslocamento x 3; 
K = constante de mola da barra que queremos medir; 
xj - deslocamento para cima da extremidade livre da 
barra a partir da Posição 3. 
Na Posição 2, temos a seguinte relação: 
T¿ = Kx3 {IV.16) 
Sendo: 
= força que a barra faz sobre a ponta do relógio com 
parador quando ela sofre um deslocamento x3; 
K = constante de mola da barra que queremos medir; 
x 3 = deslocamento da extremidade livre da barra a 
partir da Posição 3. 
2ontal, isto é, as forças que atuam so 
bre ela são tais que sua extremidade não 
sofre nenhum deslocamento. 
Na Posição 1, temos duas forças agindo em sentidos opos 
tos (TA e T 1 ) . Temos que: 
M r 
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6 8 
O relógio comparador nos fornece a medida (x) que ê a 
medida que temos nas tabelas, e que vale: 
x = x t - x 3 (IV.17) 
Nesta Posição 2, temos a relação de forças abaixo (Fig 
IV.8.a): 
T M + G = T r (IV. 18) 
Sendo: 
G = força do peso colocado; 
T£ = força feita pela ponta do relógio sobre a extre 
midade livre da barra quando esta se encontra 
na Posição 2 = força que sofre a ponto do relõ 
gip quando a extremidade livre se encontra na 
Posição 2; 
T.2, = jã está definida no calculo anterior 
Temos também: 
T 2 = T (x) ' (IV. 19) 
JL 
Onde: 
x = e + x1 - x 3 - e + x 
Sendo: 
e = deslocamento sofrido pela ponta do relógio quan 
do sujeita a uma força T^, ou seja, a extremida 
de livre se encontra na Posição 1 (Fig. IV.8.b). 
Atreves de (IV.14) e (IV.16) temos as relações: 
K « — (IV.20) 
M 
K = — (IV.21) 
X 3 
Igualando (IV.20) a (IV. 21) temos 
rp l r n / 
M M 
X l X 3 
(IV.22) 
Substituindo (IV.17) e (IV.15) em (IV.22) temos: 
r 3 M 3 
x + x 3 x 3 
=> T 1 • X = T.2. • x + T 2 • x.^oT 1 * x 3 - T 2 * x, = • X => r 3 M M 3 r s M M 
T M , X " 
- > x 3 CT^-T^) = T ^ x = > x 3 = - ~ — (IV.23) 
Substituindo (IV.23) em (IV.16) podemos obter a cons 
tante de mola (K) da barra considerada. 
Analise II 
- Extremidade livre da barra estã abaixo da sua pos^L 
ção horizontal de equilíbrio (Fig. IV.8.c). 
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T¿ - Kxi (IV.24) 
T¿ = T¿ (IV.25) 
Na Posição 5 temos a seguinte relação: 
T¿ = Kx 2 (IV.26) 
Sendo: 
T M = força que a barra faz sobre o peso quando sofre um 
deslocamento x 2 para baixo -
K = constante de mola da barra que queremos medir; 
x 2 — deslocamento para baixo da extremidade livre da 
barra a partir da Posição 6. 
0 relógio comparador nos fornece a media (x) que é a 
A Fig. IV. 8.c é um desenho esquemático da barra. Sua 
extremidade livre se encontra em 3 posições a saber: 
Posição 4 - Posição 1 (Fig. IV.8.a); 
Posição 5 - Posição em que fica a extremidade livre 
quando sofre a a^ão da força da ponta do 
relógio comparador e a força do peso. Cor 
responde a um deslocamento x 2 da posição 
horizontal; 
Posição 6 - Posição 3 (Fig. IV.8.a). 
Na Posição 4 temos as mesmas relações da Posição 1: 
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x = x a + x 2 (IV.27) 
Nesta Posição 5 temos a relação de forças (Fig. IV.8.c). 
G - T ¿ + T ¿ (IV.28) 
Sendo: 
T 2 = T^( X) (IV.29) 
Onde: 
x - e + x 1 + x 2 = E + x 
e = definido na Análise 1 
Através de (IV.24) e (IV.26) temos a relação: 
M 
K — — (IV.30) 
T 2 
M 
K - — (IV.31) 
x 2 
Igualando (IV. 30) a (IV.31) temos 
ml m 2 
M M (IV.32) 
medida que temos nas tabelas, e que vale 
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Substituindo (IV.25) e (IV.27) em (IV.32) temos 
tj 1 (ji2 
= - => T¿ • x 2 = T¿ (x - x 2) -» 
x - x 2 x 2 
*
 T
r '
 X 2 =
 T ¿ • x " T A " X 2 ^ T r ' X 2 + T M x 2 = T M X = > 
T M * X 
^>x 2 <T¿ + T¿) - T¿-x - > x 2 = - (IV.33) 
T + T 2„ 
r M 
Substituindo (IV.33) em (IV.26) podemos obter a cons 
tante de mola (K) da barra considerada. 
Usaremos as fórmulas (IV.2 3) e (IV.33) para a obtenção 
da constante de mola de cada barra. Teremos que fazer o cãlcu 
lo, então, para cada deslocamento obtido com cada peso colocado. 
Notamos, entretanto, que para esses cálculos precisa-
mos ter T^ e a equação da reta que passa pela faixa linear do 
grafico da força que atua na ponta do relógio e seu deslocamen 
to. Temos as fórmulas 3 4: 
NZ q iq o - (Iq^ (Eqo) 
- (Zq ±) 2 
Para obtenção desta equação, usamos o método dos míni 
mos quadrados que é o mais usado para dados experimentais 3 1*. 
Através desse método, calculamos o coeficiente angular 
e linear da reta que mais se aproxima dos pontos em que a rela 
çao Força x Deslocamento ê linear, e seus respectivos erros. 
Para isso, construímos a Tab. IV.5 que contém somente 
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Tab. IV.5 
Força Registrada pela Balança 
T (g) 
Deslocamento Registrado 
pelo Relógio 
x (um) 
48 90 
49 230 
50 330 
51 510 
54 730 
55 810 
58 1030 
61 1180 
68 1870 
71 2050 
79 2810 
81 2990 
89 3630 
Os dados dessa Tab. IV.5 são todos aqueles das Tabs 
IV. 3 e IV.4 que pertencem â faixa linear do grafico Força (T! 
x Deslocamento (x). 
CEç^ ) (Zq|) - a q iq o) (Zq.) 
b =: . _ , 
Onde: 
m - coeficiente angular da reta; 
os pontos da Tab. IV. 3 e da Tab. IV. 4 que se localizam nesta 
faixa linear do gráfico. 
b = coeficiente linear da reta; 
q^ = deslocamentos registrados pelo relógio compara 
dor (x); 
q Q = força registrada pela balança (T); 
N = número total de pontos. 
Para o nosso caso temos: 
q.q = 1333,75 g • mm 
q^ — 18,26 mm 
q o - 814 g 
q2 - 41,785 mm< 
Logo: 
m = 11,8 g/mm 
b - 46 g 
Por3*1 temos: 
Variância de m: S 2 = -
1 
Variância de q : NS 2 = — (mq. + b - q ) 
Temos 
= 0 ,35935 g : => S = 0 ,59946 g 
-2 _ 
3m -
0 ,022269 g2/mm 2 => S = 0,149229 g/mm 
m 
Assumindo que os dados obtidos da experiência se apro-
ximam de uma distribuição de Gauss, podemos dizer que se mais 
dados nessa faixa fossem tomados, o valor do coeficiente angu 
lar da reta (m) tem 9 9 , 7 % de probabilidade de cair na faixa com 
preendida entre - 3S < m < + 3S I 3 i ~ | . Temos então: 
m - 1 1 , 8 ± 0 , 4 5 g/mm 
P o r 3 4 temos: 
Variância de b: 
S 2 - £q2 
^o 1 
s£ = 0 ,071579 g R-7Q «2 S i = o , 2675 g Jb 
Usando o mesmo raciocínio usado para m temos: 
b = 46 ± 0 , 8 g 
Através dessa equação da reta que melhor se encaixa na 
faixa linear do gráfico Força (T) x Deslocamento (x), podemos 
fazer os cálculos para a obtenção da constante de mola das bar 
ras. 
A força inicial (T*) feita na ponta do relógio quando 
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(x ± a ) ± (y ± o ) = (x ± y) ± Joz + o2 , (IV. 34) 
x y x y 
(x ± ax) Cy ± ay) - xy ± xy J -~ + (IV. 35) 
íx ± G X) 
(y ± o. 
y) 
x x / 0 2 o 2 
y y 7 X 2 y 2 
(IV.36) 
Mostramos, através da Tab. IV.6 e da Tab. IV.7, os re 
sultados das constantes de mola de cada barra (K. e K-) obtidos 
dos dados fornecidos por cada peso colocado. 
Para os cálculos, supomos que a soma dos erros cometi 
dos na leitura do relógio comparador, do peso desprezado da bar 
ra e do peso colocado valesse, ao todo, 5%. Daí, para todo o 
começo dos cálculos, foi suposto um erro do deslocamento com 
esse valor, e através das formulas de propagação de erro (IV.34) , 
(IV. 35) e (IV.36), obtivemos o erro final que deveria haver ova 
lor obtido. 
encosta na barra 1 corresponde a um deslocamento de 1000 ym -
1,000 mm, enquanto que a força feita na barra 2 corresponde a 
um deslocamento de 0,500 mm. Isto acontece porque a barra 1 é 
mais rígida que a barra 2, podendo então sofrer uma força maior, 
e, mesmo assim, ter um deslocamento menor que o da outra, não 
prejudicando, assim, a precisão das medidas. . 
As formulas 3 5 usadas para a propagação de erro durante 
os cálculos matemáticos foram: 
77 
Tab. IV.6 
B A R R A 1 - K 1 FINAL = 4 3 7 0 N > 
COLUNA i COLUNA I I COLUNA III COLUNA IV COLUNA V 
Erro (%) = Er ro (%) = 
Peso(g) Ki MÉDIA. Erro Coluna III KiMÊDIA~KiFINAD 
(N/m) (N/m) Coluna II KiFINAL 
20 4416,92 ±375,26 8,5 1,07 
50 4440,87 ±641,58 14,4 1,62 
70 4459,00 ±618,40 13,9 2,04 
100 4470,49 ±279,50 6,2 2,30 
150 4442,67 ±233,47 5,2 1,66 
T a b . I V . 7 
B A R R A 2 - K 3FINAL = 1 4 2 5 * / m 
COLUNA I COLUNA I I COLUNA I I I COLUNA IV COLUNA V 
Er ro (%) = Erro (%) -
Peso KsMÊDIA Er.ro Coluna I I I K3MÊDIA~K AFINAL 
(N/m) (N/m) Coluna I I K
 3FINAL 
10 1667,92 ±229,21 13,7 17,05 
20 1821,92 ±160,46 8,8 27,90 
50 1611,79 ±406,97 25,3 13,11 
70 1518,42 ±164,72 10,9 6,56 
100 1530,74 ± 94,90 6,2 7,42 
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Notamos, entretanto, que os erros percentuais (Tab. 
IV.6) (COLUNA V) entre o valor obtido experimentalmente da cons 
tante de mola da barra 1 ( K l Mg D I A " COLUNA II) e seu valor real 
(K „ T M, T) é bastante pequeno, podendo ate ser considerado des íFINAL ~ 
prezível.. Enquanto que os erros percentuais (Tab. IV.7) para a 
barra 2 são bem maiores. Isto acontece pois a barra 1 é bem 
mais rígida que a barra 2 fletindo menos quando a colocamos na 
posição de medida (Fig. IV.4). O que significa Que a soma dos 
erros cometidos para a obtenção dos valores da barra 2 ê supe 
rior a 5%, que foi o que supusemos, talvez devido ao seu peso, 
que é sensível, e â leitura do relógio comparador cuja mola tem 
uma rigidez mais próxima da desta barra. 
IV. 1.2.3. Determinação da constante de mola magnética (I^nag=K2) 
0 desenho esquemático que representa o dispositivo ex 
perimental é o da Fig. II. 1, composto de 2 massas, 3 molas, 3 amor 
tecedores, como vimos no Capitulo II, que desenvolve as equações 
que regem o sistema. 
As molas 1 e 3 são facilmente, representadas no disposi 
tivo experimental através das barras 1 e 2 que sustentam as res 
pectivas massas. A mola 2 (Fig. II.1), entretanto, que faz o 
acoplamento entre as duas massas, fica difícil de ser montada 
na pratica devido â sua localização no dispositivo. Sendo as 
sim, a melhor maneira encontrada de haver algo que se comportas 
se como mola entre as 2 massas, foi colocar os dois imãs dispôs 
tos, de tal forma que eles se repelissem, agindo, então, como 
se existisse uma mola comprimida entre as 2 massas, provocando 
uma força de repulsão entre elas. 
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Sabemos, entretanto, que o comportamento da força maçj 
nêtica em função da distância do corpo em que ela atua nao ê 
linear 3 6. Porém, durante todo o desenvolvimento das equações 
que regem o movimento do dispositivo ê suposto que existem 3 mo 
las, de comportamento linear, com as respectivas constantes de 
mola Kj, K 2 , K 3. Temos, entáo, que obter da mola de acoplamen 
to o valor de sua constante de mola (K 2). Para isso, calibra 
mos a força magnética que atua de um imã para outro, para dife 
rentes distâncias entre eles, obtendo um grafico Força x Distân 
cia. 
Tiramos desse grafico a "constante de mola (K 2)" do cara 
po magnético existente, pela reta que obtemos através de uma 
primeira aproximação dos pontos que se situam em torno de 
7,00 mm, que ê a distância existente entre os imas durante a 
experiência. 
Fazendo isso, estamos supondo que para pequenas varia 
ções de distancias entre os imãs, em torno de 7,00 mm, a força 
que atua varia linearmente com a distância - é o campo magnético exis_ 
tente entre os imãs atuando como uma mola comprimida. 
A calibração dessa força magnética em relação â distân 
cia entre os imãs, para o calculo de K 2, foi feita da seguinte 
forma. 
- Fixamos ao corpo de uma balança de precisão (Fig. 
IV.9 (1)) uma base magnética (Fig. IV.9 (2)). Sua haste (Fig. 
IV.9 (3)). sustenta outra haste (Fig. IV.9 (4)) que suporta o 
imã que regula a distância (Fig. IV. 3 (6)) entre os dois imãs 
para essa calibração, no caso, o imã 2. 
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Corpo da balança de precisão 
Base magnética fixa em (T) 
Haste da base magnética 
Haste que suporta o imã que regula a distância bd 
Indicador de força fornecida pela balança 
Imã que regula a distância (x) 
Distàncialxjentre os dois imãs 
Irnã que reage à íoiça de(s)í'azenrjp essa força no prato 
da balança na direção do cilindro HO) (roncA nc IMPULSÃO) 
Prato da balança 
10) Cilindro que transmite força feita no prato para indicador ( õ ) 
_ F I G IV . 9 -
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Vale notar que para esta calibração, qualquer dos dois 
imás (1 ou 2) pode estar tanto sobre o prato da balança como 
seguro pela haste (4) da Fig. IV.9, uma vez que a força que age 
em cada um deles ê a mesma - a criada pelo campo magnético exis 
tente. 
Como as distâncias que interessam ao nosso caso são 
aquelas que estão em torno de 7,00 mm, começamos, primeiramente, 
com os imãs distando entre si 8,8S mm e fomos diminuindo essa 
'distância, passo a passo, até 6,4 mm, observando a força de re 
pulsão entre os imãs que indicava a balança correspondente a uma 
distância entre eles. 
Para medir cada uma dessas distâncias, foi usado um pe 
queno pedaço de acrílico que as regulava através de sua largura. 
Daí termos começado de uma distância maior para uma menor entre 
os imãs. Pois assim, bastava desbastar um pouco o acrílico pa 
drão que regulava as distâncias para obtermos nova largura, e 
assim poder regular nova distância inferior ã anterior. 
Para certificarmos das medidas, foi feita nova calibra 
ção a partir também de 8,8 mm até 6,5 mm. As distâncias inter 
mediarias foram diferentes devido a dificuldades de sua regula 
gem na balança. 
Devemos dizer também, que para calibrador de distância 
foi usado o acrílico, pois verificamos que qualquer material de 
boa condutividade elétrica ou magnética (cobre, latão, aço, etc) 
influía na força de repulsão entre os imas, prejudicando as me 
didas, talvez por diminuírem a resistência ao fluxo magnético 
que o ar possui. 
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Obtivemos, então, duas tabelas e delas foi construído 
o gráfico Força de Repulsão dos Imãs (Q) x Distância entre eles 
(x) (Fig. IV.10) * 
Tab. IV .8 Tab. IV.9 
Distância (x) Força (Q) Distância (x) Força (Q) 
entre os registrada entre os registrada 
dois imãs (mm) pela balan dois imãs (mm) pela balan 
ça (g) ça (g) 
8,8 500 8,8 499 
8,3 505 8,3 503 
7,8 509 7,6 515 
7,1 528 .7,2 527 
6,8 538 6,7 539 
6,4 '543 6,5 545 
Os dados obtidos pelas duas tabelas foram colocados no 
mesmo gráfico uma vez que correspondia a distâncias diferentes 
entre os imas. 
Pelo gráfico notamos que podemos ajustar uma linha re 
ta nos pontos que possuem distâncias (x) em torno de 7,0 mm, que 
é a distância entre os imãs. Através dos 8 pontos mais prõxi 
mos de 7,0 mm, e que são os que fazem a faixa linear, calcula 
mos, pelo método dos mínimos quadrados, o coeficiente angular 
da reta que pode passar por esses pontos e seu erro, obtendo, 
assim, o intervalo em que oscila o valor de K . 
- Cálculo algébrico para determinação da "constante 
de mola magnética ( K^ G = K 2 ) " -
Para este cálculo, fizemos a Tab. IV.10 que contém os 
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e . pontos da tabela IV. 3 
» . pontos da tabela IV. 4 
Faixa Linear em V Aproximação: 6,4 mm—-7,8mm 
_ FIG IV 1 0 -
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Tab. IV.10 
Distância (x) entre os Força (Q) registrada 
dois imãs (mm) pela balança (g) 
7,8 509 
7,6 515 
7,2 527 
7,1 528 
6,8 538 
6,7 539 
6,5 545 
6,4 543 
Usamos aqui as mesmas fórmulas314 usadas para o cálculo 
da constante de mola do relógio. 
Temos então: 
NZq.qo - (E^) gq o) 
m = — — K 
iïq) (Zq?) - (Eg,q J (Eg, ) 
Para este caso temos: 
m = coeficiente angular da reta = K 2; 
da 
li 
oito pontos mais próximos de 7,0 mm tirados da Tab. IV. 8 e 
Tab. IV.9, e que compõem, em primeira aproximação, a faixa 
near da relação Força (Q) x Deslocamento (x). 
85 
b = coeficiente linear da reta; 
q i - distância (x) entre os imãs; 
q Q = força (5) de repulsão entre os imãs registrada 
pela balança; 
N = número total de pontos = 8. 
O coeficiente linear (b) aqui calculado seria apenas 
para fazer outros cálculos, como, por exemple, o dc erro cometi 
do quando ajustamos a reta aos pontos, pois, para nós, ele não 
tem interesse, inclusive porque a força (Q) registrada pela ba 
lança é a soma do peso do ima com a força de repulsão magnéti 
ca. Mas como estamos interessados em saber apenas "a constante 
do imã não influenciará no seu cálculo, pois ele apenas transia 
da a reta sem mudar sua inclinação. 
Calculando temos: 
de mola magnética" (K ) , que é o coeficiente angular m, o peso 
29714 g «mm 
4244,0 g 
56,1 mm 
395,2 mm2 
Logo: 
m = K = 253,98 N/m = 25,86 g/mn 
b = 711,8 g 
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1 
Variância de q^: S 2 = — Símq^ + b - q^) 2 
Temos: 
S 2 = 2,52 g 2 
S 2 - 1,41 g 2 / i T H i 2 => S - 1,19 g/mm 
S e g u i n d o o mesmo r a c i o c í n i o u s a d o p a r a o c á l c u l o 
c o n s t a n t e de mola do r e l ó g i o comparador t e m o s : 
m = K 2 = 25,86 ± 3 * 1,19 g/mm 
N 
= 25,86 * 9,8 ± 3 • 1,19 • 9,8 -
m 
N 
=> 253,4 ± 34,9 -
m 
N N 
=> 218,5 - < K < 288,3 -
m m 
I V . 2 . Massas (M) 
A t r a v é s do Programa I , no tamos que o v a l o r da s mas 
Temos também as f ó r m u l a s 3 **: 
N S ' 
Variância de m: S m -
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M - m + 0,23 m 
Sendo: 
(IV.37) 
M - massa efetiva; 
que vibram influência muito nos valores das freqüências onde 
ocorrem os seus picos de amplitude. Sendo assim, tentamos ca.1 
culã-las da forma mais precisa possível. 
A obtenção do valor dessas massas para o programa de 
computador não ë tão simples quanto pode parecer, ou seja,somen 
te pesar os imas presos âs barras. O esquema suposto e o da 
Fig. II.1.a, em que as massas são presas a molas consideradas 
sem massa, com apenas as suas constantes mola-
Entretanto, no dispositivo montado, isso não acontece, 
pois as barras, que fazem o papel de molas, são notadamente do 
tadas de massa. Podemos esquematizar essas massas e barras do 
nosso dispositivo segundo a Fig. IV.11. 
Dessa forma quando a massa M vibra, as partículas da 
barra próximas a essa massa vibram praticamente com a mesma am 
plitude dela, enquanto que as partículas perto da parte engasta 
da quase não vibram. A massa total que estã vibrando, na verda 
de, não é só a massa M, mas também parte da massa m 3 S . 
Pelo método de Rayleigh, através do calculo da energia 
potencial e cinética de uma massa que vibra quando presa â ex 
tremidade livre de uma barra em balanço, podemos obter uma f5r 
mula de uma massa "efetiva", como se fosse a massa total que vi 
bra engastada a uma barra sem massa 3 6 (Fig. IV.ll.b): 
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A 
(a) Desenho esquemático da massa presa "a barra do dispositivo para o cálculo 
da massa efetiva 
(b) Desenho esquemático da massa efetiva presa à barra considerada sem massa 
que age como mola 
Sendo: M= m+-0,23 m 
s F IG IV . 11 -
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m = massa presa â barra que age como mola; 
in = massa da barra que age como mola. 
Como vemos, devemos adicionar â massa m uma fração da 
massa da barra (0,23 m) para melhor representar a massa que vi 
bra quando supomos a massa m presa a uma barra sem massa, como 
é o nosso esquema (Fig. II. 1) usado para os programas de compu 
tador. 
IV.2.1. Obtenção da massa 1 (M ) 
Para a obtenção da massa efetiva 1 (M ) , a formula 
(IV.37) fica: 
M } = m 2 + 0,23 m J 
A massa (m ) pode ser considerada como a soma de 3 ou 
tras : 
m = m 1 + m 2 + m 3 
î î i i 
Sendo: 
raj = soma da massa do imã junto com a bobina, com o 
parafuso, porca e arruelas ; 
mz - massa da parte da barra acima do seu furo por 
onde passa o parafuso que fixa nela o imã (Fig. 
IV.12 - Área hachureada (a)); 
m 3 = massa da parte da barra que vai da linha que di 
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m\ = 205 g 
Para obtermos a massa m^ precisamos de uma elaboração 
maior. Essa massa corresponde â parte hachureada (a) da Fig. 
IV.12, e para a obtenção do seu valor fazemos os cálculos se 
guindo os desenhos da Fig. IV.13. Como vemos, pela Fig. IV.13 
- detalhe b, aproximamos os lados arredondados da parte supe 
rior da barra para cantos vivos, facilitando, assim, os cálcu 
los da sua massa. 
Temos então, pelos triângulos semelhantes CDE e CBA, 
a relação: 
3,15 t _ 3,15 • 12,65 
= =>
 t = — => 
200 12,65 200 
=> t = 0,20 mm 
u = 23,7 - 2t = 23,7 - 2 • 0,2 => u = 23,3 mm 
Para a obtenção do volume £V ) dessa parte superior da 
barra sem contar com o furo da base, nos o dividimos em três 
outros como mostra a Fig. IV.14.a. Temos então: 
Vj = 2V2 + V 3 
vide o furo ao meio até o limite inferior do 
imã (Fig. IV.12 - Área hachureada (b)). 
A massa m\ pode ser facilmente obtida através da sua 
pesagem numa balança de precisão. Ela vale: 
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A « Toda a barra 
_ FIG IV. 13 _ 
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_ FIG IV. 14 _ 
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0,2-12,65*1,5 
(face triangular) V ? = - V = 1,8975 mm3 
(face retangular) V 3 -= 23,3-12,65-1,5 => V 3 = 442,1175 inri3 
Vj = 2 • 1,8975 + 442,1175 
V 3 = 445,9125 mm3 
Temos que sub t ra i r des te volume (V ) metade do volume 
do furo (V ) para obtermos o volume r e a l da par te super ior da 
barra que es tá desenhada na F i g . I V . 1 3 . b . 
Seguindo pe la F i g . I V . 1 4 . b temos que o volume do furo 
4 
n (7 ,3 ) 2 - 1,5 
V = =•> y, - 62,7808 mm; 
O volume t o t a l da par te super ior da barra (V ) ( F i g 
I V . 1 3 . b ) serã : 
62,7808 
V - V, -> V = 445,9125 
s 1
 2 s 
V, - 414,5221 rmv 
s 
Vamos ca l cu l a r agora o volume t o t a l da barra para que 
possamos ob te r a sua massa e s p e c i f i c a . Como j á temos o volume 
da parte super ior do furo , basta c a l c u l a r o volume que f i c a do 
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V. = 2 V, + V f i 
X 5 6 
3,15-200-1,5 
(face triangular) V 5 = • •— ==> V 5 = 472,50 mm; 
62,7808 
(face retangular) V 6 = 23,7-200«1,5 -
V\ = 7078,6096 imr 
b 
Logo : 
V = 2 - 472,50 + 7078,6096 
V ± = 8023,6096 mnv 
O volume t o t a l da barra correspondera â soma dos vo lu 
mes 'da par te i n f e r i o r ( V . ) com o da par te super ior (V ) da bar 
-L t> - -
ra . Temos então: 
V = V + V. = 414,5221 + 8023,6096 
t s X 
= 8438,1317 ran 
meio do furo para ba ixo ( V ^ ) . 
Agindo de forma semelhante ao c a l c u l o da par te supe 
r i o r , vamos d i v i d i r es ta pa r te em t r ê s outras ( F i g . i v . 1 5 ) . 
Temos: 
23
,7
 
Como sabemos que a barra e um pouco mais larga na meta 
de do seu comprimento, e por isto esse não diminui linearmente 
com a sua largura como foi considerado nestes cálculos, e que 
não tem sentido colocarmos uma precisão de quatro casas deci 
mais, podemos aproximar esses valores para: 
V t = 8440 rrm3 
V = 415 mm3 
s 
V. - 8025 mm3 í 
Colocando, agora, toda a barra numa balança de preci-
são, obtemos seu peso em Kgf que corresponde â sua massa em 
Kg (m^) no sistema MKS: 
% = 66 g 
Sua massa específica í11^^) será então: 
66 
m = = 0,007820 Kg/mm3 
1 ) 6
 8440 
Podemos obter, finalmente, a massa da parte superior 
da barra (m^). 
0 calculo da massa m 3 também requer certo trabalho. 
Como mostra a Fig. IV.16, a distância que vai do centro do imã 
â sua borda inferior vale 15 mm, que e quanto deve valer a altu 
ra da barra para o cálculo de m 3. 
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.Vista interior 
O 
CO 
LO 
.Vista de frente 
- Vista lateral esquerda 
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Para calcular essa massa, vamos primeiro achar uma fõr 
mula que nos dá o volume da parte inferior da barra (parte abai 
xo da linha media do furo) em função da sua altura. 
Seguindo a Fig. IV.17, vemos que foi colocado o refe 
rencial x sõ no volume V e (=VC) da direita, pois ele é igual ao 
da esquerda, tornando desnecessário colocar nos dois. 
Temos então que para uma dada altura h e distância x, 
o volume (VD) vale: 
h-x*l,5 
V = mm3 (IV.38) 
Pelos triângulos semelhantes ABC e ADE temos a relação 
abaixo: 
x h 3,15'h 
x - (IV. 38. a) 
3,15 200 200 
Substituindo (IV.38.a) em (IV.38) temos 
h-1,5 3,15-h 
200 
V 0 = 0,00905625 • h 2 mm3 
Temos também a seguinte relação para o volume (Vg) 
V - 23,7 «h-1,5 - — 
2 
O volume V. jã temos de cálculos anteriores: 
100 
101 
— = 31,3904 = mstade do volume do furo 
2 
V g = 35,55 • h = 31,3904 mm3 ( I V . 39) 
O volume t o t a l da pa r t e i n f e r i o r (V^^) em função da a l 
tura (h) s e r a : 
V u = 2 V 8 + V 9 
V t i = 2 * ° ' 0 0 9 0 5 6 2 5 8 h * + 35,55 • h - 31,3904 ( I V . 40) 
A unidade da a l t u r a (h) ë m i l í m e t r o . O volume que 
tem a massa m* s e ra o v a l o r de para h - 15 mm: 
V t i " ° ' 0 1 8 n 2 5 * 1 5 2 + 3 5 ' 5 5 ' 1 5 ~ 31,3904 
V . = 50C mm3 t i 
A massa s e r á : 
66 
m2. - - 506 
8440 
A massa m3 s e r a : 
m1 = 205 + 3,25 + 3,96 
nij = 212,21 
=> m1 = 212 g 
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..A massa m s e r a : Î 
66 
m - 3704,7346 3,96 
8440 
m r = 28,970673 - 3,96 => = 25,0107 ==> 
m = 25 g 
P r e c i s a m o s c a l c u l a r a g o r a a massa da b a r r a 1 (m ) . E s s a 
massa (m) s e r ã a massa v i n d a do vo lume V s u b t r a í d a da massa 
m | , p o i s e s t a f o i c o n s i d e r a d a como p e r t e n c e n t e à massa itij (e 
não à massa m ) . 
Usaremos a f o r m u l a ( I V . 4 0 ) que nos f o r n e c e o vo lume 
t o t a l da p a r t e i n f e r i o r ( Y ^ ) a t e à a l t u r a (h) de 100 mm, que 
é a a l t u r a da b a r r a 1. 
Temos : 
V t i = ° ' 0 1 8 1 1 2 5 " h 2 + 3 5 ' 5 5 ' h " 31,3904 
h = 100 mm 
V (h = 100) = 0,0181125 • 100 2 + 35,55 • 100 - 31,3904 
V (h - 100) - 181,125 + 35,55 - 31,3904 
V , . (h - 100) = 3704,7346 mm3 
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A massa efetiva da esquerda (Mj) pode agora ser calcu 
lada a partir da formula (IV.37): 
M i = m i + ° ' 2 3 ™ i 
M1 = 212 + 0,23 • 25 => Mj = 212 + 5,75 
M 2 = 217,75 => nx - 218 g 
IV.2.2. Obtenção da massa 2 (M ) 
Para obtenção da massa efetiva 2 (M 2) seguimos o mesmo 
raciocínio e usamos as formulas desenvolvidas para a massa efe 
tiva 1 (Mj). 
Temos então a formula: 
M 2 = m 2 + 0,23 m 2 
Assim como foi feito para a massa 1 (m 3) , amassa 2 {rri2) 
pode ser dividida em 3 outras - , ra^, m| : m 2 = m 2 + + -
Somente o valor de m* e que foi alterado, pois além de não ter 
bobina, foi colocada uma massa adicional, propositalmente, para 
que elas ficassem sensivelmente diferentes. Pesando a massa m 2, 
temos: 
m 2 =• 290 g 
Por serem as duas barras (1 e 2) iguais, podemos consi 
derar que (Fig. IV.18): 
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m m 3,25 g ; m - m 
1 2 
3 _ 
= 3,96 g 
A s s i m , t e m o s q u e : 
m 2 = 290 + 3,25 + 3,96 
m = 297,21 => m = 297 g 
2 ' 2 
P a r a o c a l c u l o d a m a s s a d a b a r r a 2 (m 2 ) , u s a m o s a f ó r 
m u l a ( X V . 4 0 ) , como f i z e m o s p a r a a b a r r a 1 . A l t e r a n d o a g o r a a 
a l t u r a (h) p a r a 147 mm, q u e é a a l t u r a d a b a r r a 2 , t e m o s : 
V . - 0,0181125 * h + 35,55 * h - 31,3904 
t i 
h = 1 4 7 mm 
(h - 147) = 0,0181125 • Í147) 2 + 35,55 - 147 - 31,3904 
t i 
V (h - 147) - 391,3930 H- 5225,85 - 31,3904 
(h = 147) = 5585,8526 mm3 
De f o r m a a n á l o g a a o q u e f i z e m o s p a r a o c a l c u l o d a m a s 
s a d a b a r r a 1 (m ) f a z e m o s p a r a a b a r r a 2 , i s t o é , s u b t r a i r m o s 
d a m a s s a c o r r e s p o n d e n t e a o v o l u m e a c i m a ( V ^ (h = 14 7 ) ) a m a s s a 
rci^  (= mj) p o i s e l a j ã f o i c o n s i d e r a d a p e r t e n c e n t e à massa 2 (m 2) . 
T e m o s e n t ã o q u e a m a s s a d a b a r r a 2 ( m 2 ) v a l e : 
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66 
m 2 = 40 g 
A massa efetiva da direita (M ) pode ser, então, calcu 
;[
 1 
lada a partir da formula (IV.37): 
M - m + 0,23 m 
2 2 2 
M 2 = 297 + 0,23 • 40 
M = 297 + 9,20 => M = 306,2 g 
M 2 - 307 g 
Aproximamos este resultado para um valor superior pois 
a barra na realidade não diminui de largura (x) linearmente com 
a altura, como foi suposto nos cálculos, mas ela é um pouco mais 
larga do que a largura obtida fazendo a suposição acima. 
IV. 3. Constantes de Amortecimento (C) 
Reparamos que ao colocarmos qualquer uma das massas (1 
m 2 = 5585,8526 • — 3,96 
8440 
râ2 - 43,6808 - 3,96 ==> m = 39,7208 => 
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ou 2) para vibrar, devido a um deslocamento inicial, ela dimi_ 
nuía de amplitude gradativamente, isto é, havia uma dissipação 
de energia no sistema. Restava saber como esta dissipação atua 
va, ou melhor, ate que ponto poderíamos considera-la como sendo 
a de um amortecedor viscoso, que é o que supomos no modelo teó 
rico. 
Para isso, foi colocado um sensor de deslocamento (Apên 
dice II) na massa 2 (supomos aqui a massa 2 para facilitar a ex 
plicação e a comprecnsão de todo o desenvolvimento do cálculo) , 
e este, que Õ suportado por uma haste que está presa a uma base 
magnética, foi ligado a um osciloscópio (Fig. IV.18). Dado en 
tão um pequeno deslocamento inicial nessa massa, o osciloscópio 
registrava sua queda de amplitude de oscilação. 
Como jã falamos anteriormente e explicamos mais deta 
lhadamente no Apêndice II, o sensor de deslocamento possui uma 
fenda por onde entra uma lingueta que é fixada na massa. Nota 
mos, através de um osciloscópio de memória (TEKTRONIX - MOD. 
121 N ~ SERIAL B181660), que quando a lingueta está encostando 
na fenda do sensor a queda da amplitude de vibração da massa é 
linear (.Amortecimento de Coulomb) . Tomamos o cuidado, então, de 
colocar a lingueta e a fenda na direção vertical de tal modo 
que não houvesse atrito entre elas durante as oscilações da mas 
sa em questão. 
O ponto da tela do osciloscópio foi colocado na mais 
baixa velocidade possível, isto é, na menor velocidade permit^i 
da pelo osciloscópio e com o botão descalibrado. 
Para medir sua velocidade, foram feitas 4 medidas com 
um cronômetro digital de uma calculadora eletrônica HP-55, com 
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7,79 
t = seg/div 
5 
t - 1,558 seg/div 
2- Medida - Foi feita nas 5 ultimas divisões do osci 
loscõpio {cada divisão = 10 mm). 
Tempo cronometrado: t ~ 7,80 seg 
Para cada divisão temos: 
7,80 
t = —.— seg/div => 
5 
=> t - 1,560 seg/div 
3- Medida - Foi feita nas 10 divisões do osciloscópio 
(.cada divisão = 10 mm) . 
Tempo cronometrado: t = 15,57 seg 
Para cada divisão temos: 
precisão de até 0,01 segundo. 
1- Medida - Foi feita nas 5 primeiras divisões do osci-
loscópio (cada divisão = 10 mm) -
Tempo cronometrado; t = 7,79 seg 
Para cada divisão temos: 
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15,57 
t - — seg/div => 
10 
t = 1,557 seg/div 
4- Medida - Repetição da 3- Medida: 
Tempo cronometrado: t = 15,59 seg 
Para cada divisão temos: 
15,59 
t seg/dJ.v => 
10 
1,559 seg/div 
Dadas as medidas acima, colocamos a velocidade do pon 
to da tela do osciloscópio como valendo 1,56 s/div. 
Foi acoplada ao osciloscópio uma maquina fotográfica 
tipo Polaroid. Antes de bater a foto da oscilação da massa no 
osciloscópio, vimos qual o deslocamento inicial que deveria ser 
dado a ela e o tempo que devíamos esperar para que a sua ampli 
tude de oscilação caísse na faixa linear do sensor de desloca 
mento, e, dessa forma, pudéssemos tirar a foto desejada. 
A iluminação da tela do osciloscópio, a intensidade 
luminosa do seu ponto e a abertura do diafragma da maquina foto 
grafica foram reguladas para que pudéssemos obter a melhor foto 
possível. 
Tiramos quatro fotos (ver folha seguinte): 
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FOTO H9 1: Foto da oscilação da massa 1 {H ) sozinha, 
sem ter pela frente a massa 2 (M )• 
FOTO N9 2: Foto da oscilação da massa 2 (M ) sozinha, 
à
 2 
sem ter pela frente a massa 1 . 
FOTC N9 3; Foto da oscilação da massa 1 (M )/ com ela 
em frente da massa 2 (M 2)-
FOTO N9 4: Foto da oscilação da massa 2 (M )/ com ela 
em frente da massa 1 (Mj). 
As fotos n9 1 e n9 2, para o calculo de C e C 3, ros 
pectivamente, foram batidas com as massas sozinhas, isto é, sem 
a influência da mola de acoplamento (K ) . As fotos n9 3 e n9 4 
para o cálculo de C 2 , foram batidas com uma massa em frente da 
outra, isto ê, havendo a influência da mola de acoplamento ("K ), 
IV. 3.1. Procedimento geral pao:a a obtenção do valor numérico 
das constantes de amortecimento (C) 
As fotos mo stram clara me nte a envoltõria da onda. Atra 
ves de um microscópio GAEKTENER, que tem precisão de 1 prn (0,001 
mm) / podemos ver, na mesma vertical, a distância (y) do ponto 
superior ao inferior da envoltõria. A amplitude (X) da onda 
nesta abscissa será a metade desta distância (y) (Fig. IV.19). 
Nossa finalidade agora é saber se podemos considerar 
o amortecimento dessas massas como sendo viscoso. Para isto, 
basta sabermos se o decaimento da amplitude de vibração ê expo 
necial 3 6. Tomamos, então, de cada foto, quinze pontos da envol 
tória superior (Fig. IV.19 - linha b ) , distando entre si meia 
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Lirtha b — envoltório superior das oscilações 
Linha a — envoítoria inferior das oscilações 
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divisão do osciloscópio (5 mm) que, visto pelo microscópio, cor 
responde a 4,01 mm, pois cada divisão do osciloscópio tem 10 mm 
e corresponde a 8,02 mm na foto. Podemos, então, construir uma 
tabela da amplitude de vibração (X) em função da abscissa (x). 
KP-97 do Departamento de Engenharia Mecânica da COPPE, ajusta 
mos a melhor curva exponencial para o conjunto de pontos obti 
dos, Esse programa fornece um número chamado de "coeficiente 
de correlação" que mostra o erro cometido durante o ajuste da 
curva. Para o conjunto de pontos de cada uma das quatro fotos, 
esse coeficiente vale um, o que quer dizer que praticamente não 
existe erro. Pelas tabelas do Apêndice III vemos que o maior 
erro existente entre um ponto obtido da foto e o da exponencial 
ajustada pelo programa da calculadora é de 1,6 8%, seguido de ou 
tro de 0,8%, o que faz com que possamos considera-los como er 
ros de leitura no microscópio. 
Podemos agora considerar a dissipação de energia exls 
tente no dispositivo como sendo n de um amortecedor a óleo, ou 
seja, um "amortecimento viscoso" 3 5. Pelo decremento logarítmi-
co podemos calcular a sua constante de amortecimento (C). 
Temos as fórmulas 3 6: 
Através de um programa de uma calculadora eletrônica 
X TTC 
= X e~ Kq 
n ^ 
(IV.41) 
q (IV.42) 
Sendo: 
1 1 4 • 
X^ - enésima amplitude de vibração; 
^n+i = amplitude de vibração seguinte ã enésima; 
C = constante de amortecimento; 
M - massa; 
K = constante de mola ; 
q =- freqüência natural amortecida. 
Para sabermos o iesimo pico de amplitude depois cio ene 
simo, temos a formula: 
^ÍTTC 
Xn +i = X n e ^ ( I V - 4 3 ) 
Se, por exemplo, a freqüência for de 20 Hz, quer dizer 
que existem 20 picos (i) de amplitude em 1 segundo. Podemos cai 
cular, então, a constante de amortecimento pelo decremento loga 
rítmico através das fotos tiradas, pois sabendo a freqüência 
com que vibra a massa podemos saber quantos picos existem c.n um 
segundo, ou seja, o valor de i na fórmula (IV. 43) . Temos condjl 
cao de saber também o valor da amplitude do pico através da ex 
ponencia! (envoltõria) ajustada peia calculadora. 
Devemos observar como foram feitos os cálculos para a 
obtenção das três constantes de amortecimento (C , C„ , C„) do 
sistema. Para obtermos uma primeira aproximação dos resultados, 
calculamos, inicialmente, através das fórmulas jã vistas, essas 
constantes de amortecimento (C 1, C 2 , C J , com um dos valores ob 
tidos de cada constante de mola (Xi , K 2 , K 3) calculados anteri 
o miente com certo erro, e o valor das massas efetivas (Mx e M 2 ) . 
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Esses oito parâmetros (C , C 2, C 3, Kj, K , K 3, Mj, M2)sIo os 
dados de entrada do Programa I, que nos fornecera as freqüên 
cias em que ocorrem as maiores amplitudes de vibração das mais 
sas Mj e M 2. 
Esse Programa I nos apresenta, para cada freqüência de 
excitação, a amplitude (X) , o ângulo de fase (<f>) , a parte real 
(R) e a parte imaginaria (U), de cada massa. Através das fo 
tos, que serão mostradas e explicadas em capitulo postex~ior 
i (Cap. VI), podemos obter, também, <f>, X, R e U obtidos diretamen 
te do dispositivo montado no laboratório, ou seja, da parte ex 
perimental. Essas fotos nos dão os valores em questão em 8 fre 
qüênciss diferentes - 4 pontos perto da freqüência onde ocorre 
o pico de amplitude de cada massa (2 antes do pico e 2 depois). 
Flotando num grafico os pontos do Programa I (a ampli 
tude (X), por exemplo), e também a amplitude (X) obtida peias 
fotos desse Capítulo VI, podemos verificar a coerência dos re 
sultados. 
Na primeira vez, como era esperado, o erro entre os 
dois pontos deu muito grande. Alterando as constantes de mola 
(K) fizemos novos cálculos para as constantes de amortecimento 
(C) , ate que os pontos do grafico do Programa I coincidissem com 
os pontos obtidos pelas fotos do Cap. VI, dentro de um erro 
aceitável {menor do que 5%). 
Toda essa operação descrita acima foi realizada 4 ve 
zes até que todos os dados se encaixassem com os obtidos das fo 
tos, tidos como os reais, pois foram tirados do dispositivo ex 
perimental. Transcrevemos para este trabalho apenas os cãlcu 
los finais das constantes de amortecimento (C) com o valor das 
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Repetimos as fórmulas 
X , , = X e Mq (IV.41) 
g = / £ _
 ( l V í 
y M 4M2 
"iííC 
X , . = X e m (IV.43) 
n+x n ^ 
Ja temos os seguintes parâmetros 
Mj - 218 g = 0,218 Kg 
N N 
: 240 -
m m 
K = 4370 -, para K 2 
A Tab. A.III.l do Apêndice III ë feita dos dados obtidos da 
constantes de mola (K) final, uma vez que os outros têm o mesmo 
procedimento, mudando apenas o valor dos dados. 
Como vimos no anteriormente, o valor da constante de 
mola da mola de acoplamento pode variar de K - 280 N/m até 
K 2 - 220 N/m. Experimentamos o Programa I variando os valores 
de K 2 de 10 em 10 N/m dentro dessa faixa, e notamos que o valor 
que se encaixa melhor com os dados experimentais e com os oãlcu 
los das constantes de mola K e K 3era K 2 = 240 N/m. Daí ter si 
,'do este o valor usado para a constante de mola de acoplamiento. 
IV.3.1.1. Calculo das constantes de amortecimento 
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FOTO N? 1. Escolhemos dois pontos quaisquer que distem, entre 
si, cinco divisões do osciloscópio, pois, assim, podemos saber 
com maior precisão o número de ciclos que existem. Temos: 
Pt. 4: x (abscissa) - 12,-03 mm X (amplitude) - 20,38 mm 
Pt. 14: x (abscissa) = 52,13 mm =*> X (amplitude) = 9,10 mm 
Cada divisão da tela do osciloscópio (10 mm) correspon 
de na foto a 8,02 mm, temos a corresponden cia: 
8,02 mm (foto) - 1 divisão (osciloscópio) - 1,56 seg 
Esta FOTO N9 1 não nos permite saber com precisão o nú 
mero de picos de amplitude existentes numa divisão do osciloscõ 
pio. A FOTO N9 2, entretanto, jã permite, e notamos que o re 
sultado final da freqüência com que vibra a sua massa corresponden 
te (M ) ê perto da freqüência com que ela vibra quando acoplada 
â massa 1, que é a freqüência que aparece no Programa 1. Como 
a freqüência final fornecida pelo Programa I, onde ocorre o pi. 
co de amplitude da ma asa 1, vale 23,18 Hz (com acoplamento) , o£ 
tamos por colocar essa freqüência valendo 24,0 Hz uma vez que o 
acoplamento aproxima os picos de amplitude. 
Para calcular o número de ciclos existentes em 5 div_i 
soes do osciloscópio fazemos: 
C 
f = 24,0 c/s => f = 24 • 1,56 = 24 • 1,56 c/divisão 
l,56s 
ciclos 
£ = 24 • 1,56 • — 
divisão 
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5 divisões 
c i c l o s 
f - 107,2 = 187 c i c l o s / 5 d iv isões 
5 divisões 
O que s i g n i f i c a d i z e r que e x i s t e m 187 p i c o s de a m p l i t u 
de do p o n t o 4 ao p o n t o 1 4 . 
Vamos c a l c u l a r a g o r a o s v e r d a d e i r o s d e s l o c a m e n t o s s o 
f r i d o s p e l a massa 1 nos p o n t o s 4 e 14 , p o i s o s d e s l o c a m e n t o s mos 
t r a d o s a t e a g o r a foram os medidos p e l o m i c r o s c ó p i o a t r a v é s da 
f o t o . 
(a) P a r a o p o n t o 4 
X = x ~ 20,38 irm (amplitude vinda da exponencial ajustada) 
Como c a d a d i v i s ã o (10 mm) da t e l a do o s c i l o s c ó p i o c o r 
responde a 8,0 2 mm na f o t o (medida p e l e m i c r o s c ó p i o ) temos a 
r e l a ç ã o : 
8,-02 mm - 10 mm (1 divisão) 
20,38 mm - x n 
20,38-10 
x = —• => x 25,41 mm = 2,541 d iv isões 
n
 8,02 n 
Como e s t a m o s c o l o c a n d o 5 d i v i s õ e s da t e l a do o s c i . t o s c õ 
p i o e n t r e o s d o i s p i c o s de a m p l i t u d e e s c o l h i d o s ( p t . 4 e p t . 14 
- Tab.- A . I I I . l - A p ê n d i c e I I I ) , t e m o s : 
5 c i c l o s 
f - 24,0 - 1,56 
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x = 2,541 v o l t s 
n ' 
0 s e n s o r Mode lo I , tem na s u a f a i x a l i n e a r a s e n s i b i l i -
dade (m) d e : 
m = 0,066 V/um 
L o g o : 
0,066 V - 1 um 
2,541 V - x 
n 
x 
2,541 
0,066 
um --=> x = 38,5 um = 0,0385 mm n h 
(b) P a r a o p o n t o 14 
X = x n + 1 6 7 = 9,3.0 mm (amplitude vinda da exponencial ajustada) 
S e g u i n d o o mesmo r a c i o c í n i o u s a d o p a r a (a) t e m o s : 
8,02 mm - 10 mm (1 divisão) 
9,10 rrm - x 
n+.i B ? 
x = amplitude da onda na t e l a do osc i loscóp io 
Quando a f o t o f o i b a t i d a o o s c i l o s c ó p i o r e g i s t r a v a 
1 v o l t / d i v i s ã o . Temos e n t ã o : 
1 2 0 
9 , 1 0 - 1 0 
X. 
8 , 0 2 
x , " 1 1 , 3 5 mm ~ 1 ,135 d i v i s õ e s 
n+18 7 ' 
- 1 ,135 V 
A r e l a ç ã o do s e n s o r M o d e l o I n o s f o r n e c e : 
0 , 0 6 6 V - - ! um 
1,135 V - X. 
n + i s 7 
X 
h + 1 8 7 
1,135 
0 ,066 
X , - 1 7 , 2 um = 0 , 0 1 7 2 mm 
n + i 8 7 ' 
A f o r m u l a ( I V . 4 3 ) n o s f o r n e c e 
Vi X e M J = > n 
==> l n 
X 
n+x 
X 
n 
iirC 
M2 
S u b s t i t u i n d o p e l o s v a l o r e s j á o b t i d o s t e m o s : 
X 
ln n+1 a 7 
X 
n 
187TTC 
^ > l n 
1 7 , 2 187-íTC 
M 2q 3 8 , 5 M : q 
0 ,8058 - -
187TTC 
^ > Cj = q • 2 ,989955 • IO" ( I V . 4 4 
Temos a f o r m u l a ( I V . 4 2 ) , q u e p a r a o n o s s o c a s o f i c a 
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s e n d o : 
«3 = 
K. 
Mi 
-5 
4M? 
* q 2 = 
4370 
0,218 4- (0,218) 
q 2 = 2,004587 • 10" -
C 2 i 
0,1901 
( I V . 4 5 ) 
De ( I V . 4 4 ) temos: 
C 2 = q 2 • 8,939833 - 10 ( I V . 4 6 ) 
S u b s t i t u i n d o ( I V . 4 5 ) em ( I V . 4 6 ) t emos 
q = 8,939833 • 10 
2,004587 • 10" -
0,1901 
C 2 - 1,792067» 10~ - 4,702700 • 10 C 2 
- 3 
q = 1,792067 • 10 => 
- C á l c u l o da c o n s t a n t e de a m o r t e c i m e n t o do " a m o r t e c e 
dor" a c o p l a d o ã massa 2 - (C ) 
As f ó r m u l a s u s a d a s s e r ã o a s mesmas que as do c á l c u l o 
de C r 
D e s t a v e z , porém, a f o t o ê a N9 2 com os dados na T a b . 
A . I I I . 2 - A p ê n d i c e I I I . 
Os o u t r o s dados n e c e s s á r i o s j ã foram o b t i d o s e v a l e m : 
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M2 = 307 g = 0,307 Kg 
N N 
K = 1425 - , para K 2 - 240 -
3
 m m 
S e g u i n d o o mesmo r a c i o c í n i o u s a d o p a r a o c á l c u l o de 
C j , t emos : 
P t . 4: x (abscissa) = 12,03 itm => X (amplitude) = 12,38 mm 
Pt . 14: x (abscissa) - 52,13 mu - > X (amplitude) = 6,57 mm 
Mantém-se a r e l a ç ã o : 
8,02 mm (microscopio) - 1 d iv isão (osciloscópio) - 1,56 seg (osci les 
copio) 
P e l a FOTO N9 2 vemos que e x i s t e m 18 p i c o s de a r a p l i t u 
d e , aprox imadamente ,em 1 d i v i s ã o da t e l a do o s c i l o s c ó p i o . Como 
p a r a p e r c o r r e r c a d a d i v i s ã o o p o n t o da t e l a l e v a 1,56 s e g , a 
f r e q ü ê n c i a n a t u r a l d e s s a massa 2 v a l e a p r o x i m a d a m e n t e : 
18 
f = — => f = 11,5 cic lof í /seg 
1,56 
Por e s t a r m o s c o l o c a n d o 5 d i v i s õ e s e n t r e os d o i s p i c o s 
da a m p l i t u d e , t e m o s : 
c i c l o s 
f = 11,5 • 1,56 • 5 — 
5 d iv isões 
f = 90 c i c l o s / 5 divisões 
1 2 3 
S e g u i n d o o r a c i o c í n i o d o c a l c u l o d e C t e m o s : 
( a ) P a r a o p o n t o 4 : 
X = x = 1 2 , 3 8 itm 
8 , 0 2 mm - 10 um (1 d i v i s ã o ) 
1 2 , 3 8 mm - x 
' n 
1 2 , 3 8 - 1 0 
x = = > x 1 5 , 4 4 im\ = 1 ,544 d i v 
8 , 0 2 n 
x ^ = a m p l i t u d e d a o n d a n a t e l a d o o s c i l o s c ó p i o 
Q u a n d o a f o t o f o i b a t i d a o o s c i l o s c ó p i o r e g i s t r o u 1 v o l t / 
d i v i s ã o . T e m o s e n t ã o : 
x - 1 ,544 d i v = 1 ,544 v o l t 
O s e n s o r M o d e l o I I I t e m n a s u a f a i x a l i n e a r a s e n s i b i -
l i d a d e Cm) d e : 
m = 0 ,1056 V/ j jm 
L o g o : 
0 ,1056 V - 1 um 
1,544 V - x n (um) 
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( b ) P a r a o p o n t o 14 
X = x n + g 0 = 6,57 mm (ampli tude v i n d a da exponenc i a l a jus tada) 
T e m o s era s e g u i d a a r e l a ç ã o : 
8,02 mm - 10,00 mm (1 d i v i s ã o ) 
6,57 um - x 
h+9 0 
x 
n+9 
6,57-10 
8,02 
x
 ( 0 „ = 8,19 mm - 0,819 d i v i s õ e s - 0,819 V 
A s e n s i b i l i d a d e d o s e n s o r M o d e l o I I I n o s f o r n e c e 
0,1056 V - 1 vim 
0,819 V - x 
n+9 o 
x 
n+9 o 
0,819 
0,1056 
ym => x n+9o = 7 / 7 6 m = ° ' 0 0 7 7 6 n r a 
A f o r m u l a ( I V . 4 3 ) n o s f o r n e c e : 
x
 • • 
n+x 
ÍTTC 
x e Vtf 
x 
=> l n n + i 
x 
n 
ivrC 
Mg 
S u b s t i t u i n d o p e l o s v a l o r e s j ã o b t i d o s t e m o s : 
x , ~90TÍC 7 , 7 6 -90TÍC_ 
^J^ll «= L ^ i n — » ~ 
14,6 Mg 
1 2 5 
- 0,632039 = 
-90TTC, 
M?q 
C, = q • 6 , 8 6 2 6 2 1 »' 1 0 
C2 = q 2 • 4,709557 - 10' ( I V . 4 7 ) 
Teiíios a formula ( I V . 42) que p a r a o n o s s o c a s o f i c a sen 
A 3 ^3 
M2 4Mg 
1425 Cí 
=> q' 
0,307 4- (0 ,307) 2 
q 2 - 4,641694 - 10 
3,76996-10 
( I V . 48) 
S u b s t i t u i n d o ( I V . 48) eín ( I V . 47) t e m o s : 
Cl = 4,709557 • 10 _7 4,64169" • 1 0 3 
3,76996*10 
C2 = 2,186032 • 10 - 1,24923 • 10 " C -G 
C2 = 2,186029 • 10 " => - 3 C 3 - 4,675 • 10 
-2 Ns 
- C a l c u l o da c o n s t a n t e de amor t ec imen to do " a m o r t e c e 
de acoplamiento s i t u a d o e n t r e as duas massas - ( c 2 ) 
As f o t o s aqu i usadas (N9 3 e N9 4) s a o com as massas 
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M - 218 g - 0,218 Kg 
N N 
Ki = 4370 - , para K 2 = 240 -
m m 
Da FOTO K9 3 - Tab. A. III. 3 » Apêndice III, temos os 
pontos: 
frente a frente. Desta forma, calculamos a nova constante de 
amortecimento de cada uma delas (C1 e C 3) e comparamos com as 
já calculadas anteriormente (Cj e C 3 ) , isto é, com as massas vi 
brando sozinhas, sem acoplamento. 
Caso haja aJgum? diferença entre os valores das novas 
constantes de amortecimento (C e C ) com as antigas (C e C ) 
1 3 1 3 
respectivamente, ê porque o acoplamento faz surgir uma dissipa 
ção de energia, talvez, causado peio campo magnético existente 
entre as duas massas. Essa diferença seria então a constante 
de amortecimento (C2) do "amortecedor11 de acoplamento. 
Por ser esse cálculo impreciso, calculamos C 2 através 
da comparação entre duas constantes de amortecimento (C1 e C }) 
e (C e C 3) para termos uma idéia mais verdadeira do seu valor. 
- Obtenção de C 2 através das FOTOS N9 1 e N9 3 (Cj e 
- Cálculo de C 
Já possuímos os seguintes dados: 
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c i c l o s 
f - 180,804 —- - 181 c i c l o s / 5 d i v i s õ e s 
5 d i v i s õ e s 
O q u e s i g n i f i c a d i z e r q u e e x i s t e m 1 8 1 p i c o s d e a m p l i t u 
d e d o P t . 4 a o P t . 1 4 . S e g u i n d o o mesmo r a c i o c í n i o u s a d o p a r a 
•o c a l c u l o d e Cl f a z e m o s : 
( a ) P a r a o P t . 4 
P t . 4; x ( absc i s sa ) = 12,03 => X (ampl i tude) = 15,28 mm 
P t . 14: x ( absc i s sa ) = 52,13 ==> X (arrpl i tude) = 6,24 mm 
Como f i z e m o s p a r a o c á l c u l o d e C , t e m o s a s e g u i n t e r e 
l a ç ã o : 
8,02 mm (mic roscóp io ) - 1 d i v i s ã o ( o s c i l o s c ó p i o ) - 1,56 seg ( o s c i l o s 
( c o p i o ) 
0 n u m e r o de c i c l o s e x i s t e n t e s em 5 d i v i s õ e s d o o s c i l o s . 
c o p i o v a l e : 
- F r e q ü ê n c i a : f - 2 3 , 1 8 c / s = > 
=> f = 23,18 • 1,56 c /1 ,56 s - 23,18 • 1,56 c / d i v i s ã o 
Como e s t a m o s c o l o c a n d o 5 d i v i s õ e s e n t r e o s d o i s p i c o s 
da a m p l i t u d e t e m o s : 
f ~ 23,18 • 1,56 • 5 c i c l o s / 5 d i v i s õ e s 
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X = - 15,28 nun (amplitude vinda da exponencial ajustada) 
8,02 mm - 10 ram. (1 divisão do osciloscópio) 
15,28 lim - x 
n 
x 
n 
15,28*10 
8,02 
> x - 19,05 mm = 1,905 divisão 
n 
x^ = amplitude da onda na t e l a do osci loscópio 
Quando a f o t o f o i b a t i d a o o s c i l o s c ó p i o r e g i s t r a v a 
1 V / d i v i s ã o . Logo: 
x - 1,905 divisões =•• 1,905 vol t s 
O s e n s o r Modelo I tem na sua f a i x a l i n e a r a s e n s i b i l i 
dade (m) de : 
m - 0,066 V/yrn 
Logo: 
0,066 V - 1 y.m 
1,905 V - x 
n 
x = 
n 
1,905 
0,066 
ym => x n =-- 28,87 ym = 0,0289 mm 
(b) P a r a o P t . 14 
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A = x n f l g l ~ 6,24 mm {amplitude vinda da exponencial ajustada) 
S e g u i n d o o mesmo r a c i o c í n i o u s a d o p a r a (a) t e m o s : 
8,02 Mïi - 10 mi í l divisão) 
6,24 irm - x 
h+] ei 
x 
6,24-10 
8,02 
um ^> x ,
 n = 7,78 mm n+181 ' 
= 0,778 divisões = 0,778 V 
A r e l a ç ã o do s e n s o r Mode lo I nos f o r n e c e 
0,066 V - 1 um 
0,778 V ~ x n + l c l 
x 
n+iei 
0,778 
0,066 
x
 ( i o - 11,778 um = 0r0118 mm 
A f ó r m u l a ( I V . 4 3 ) nos f o r n e c e : 
x n + i 
x_ p» Mg => ia 
x 
x. 
ÍTÍC 
Mg 
S u b s t i t u i n d o p e l o s v a l o r e s j ã o b t i d o s t e m o s : 
la 
x h-i-ioi 
X 
TTC. In 1 1 , 7 7 8 1 8 1 TTC, 
= - 1 8 1 rr-~ 
n 
28,86 0,218 q 
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181-ir C 
=> - 0,896223 = - • — 
0,218 q 
Cj = q • 3,435929 • lo"** Cl = q 2 • 1,180561 • 10 ? 
( I V - 1 9 ) 
Temos a fó rmula ( I V . 4 2 ) que p a r a o n o s s o c a s o f i c a sen 
d o : 
'K, C 2 4370 C 2 
1
 1 2 1 
q = / q = Mj 4Mj 0,218 4*(0,218) 
C 
q 2 = 2,004587 ' 1011 ( I V . 50) 
0,1901 
S u b s t i t u i n d o ( I V . 5 0 ) em ( I V . 4 9 ) temos 
C 2 - 1,180561 - 10 -1 2,004587 - 10' 
0,1901 
C 2 = 2,366537 • IO"' 3 - 6,210210 C 2 
C\ = 2,36536 ° 10 ' => . - 3 
Temos, e n t ã o , que o v a l o r de C 2 , o b t i d o p e l a massa 1 
( C 2 1 ) , i s t o ê , a t r a v é s das FOTOS H9 1 e N9 3 v a l e ; 
C 2 1 = Ci - d = 0,04865 - 0,04233 = 6,317 • 10 
- 3 Ns 
m 
C « 6,317 • 10 
- 3 No 
m 
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- Obtenção de C 2 a t ravés das FOTOS W9 2 e N9 4 (C 3 e 
- Calculo de C 3 
As fórmulas aqui usadas serão as mesmas j ã v i s t a s ante 
r iormente. 
Os dados j á obt idos são: 
M, - 307 g = 0,307 Kg 
N N 
K 3 - 1425 - , para K2 = 240 -
m m 
Seguindo o mesmo r a c i o c í n i o , e usando a FOTO N9 4 
Tab. A . I I I . 4 - Apêndice I I I , temos: 
Pt. 4: x (abscissa) = 12,03: X (amplitude) - 14,24 irai 
Pt. 14: x (abscissa) = 52,13: X (amplitude) = 8,20 irm 
Mantém-se a r e l a ç ã o : 
8,02 mm (microscópio) - 1 d i v i s ã o ( o s c i l o s c ó p i o ) ==> 
=> 1,56 seg (osciloscópio) 
O numero de c i c l o s e x i s t e n t e s em 5 d i v i s õ e s do oscilos_ 
copio são: 
A freqüência v a l e : f = 11,66 c /s => 
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5 c i c l o s 
f = 11,66 • 1,56 
5 d i v i s õ e s 
f = 90,948 c i c l o s / 5 d i v = 91 c i c l o s / 5 d i v 
(a) P a r a o P t . 4 
X = x = 14,24 ma. 
8,02 mm - 10 mm (1 d i v i s ã o ) 
14,24 mm - x 
n 
14,24-10 
x = => x = 1 7 , 7 6 mm = 1,776 d i v 
n
 8,02 
= ampl i tude da onda na t e l a do o s c i l o s c ó p i o 
Q u a n d o a f o t o f o i b a t i d a o o s c i l o s c ó p i o r e g i s t r a v a 
1 v o l t / d i v i s ã o , t e m o s e n t ã o : 
x = 1 , 7 7 6 v o l t 
n 
0 s e n s o r M o d e l o X I I t e m n a s u a f a i x a l i n e a r a s e n s i b . 
l i d a d e (m) d e : 
m = 0,1056 v/vim 
f = 11,66 • 1,56 c /1 ,56 s = 11,66 • 1,56 c / d i v i s ã o 
P o r e s t a r m o s c o l o c a n d o 5 d i v i s õ e s e n t r e o s d o i s p i c o s 
d e a m p l i t u d e , t e m o s : 
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L o g o : 
0,1056 V - 1 m 
1,776 V - X. 
n 
1,776 
n 1 0,1056 
x n = 16,81 urn = 0,0168 ran 
( b ) P a r a o P t . 14 
A = X — 8,20 mm (ampli tude v i n d a da e x p o n e n c i a l a jus tada) 
T e m o s a r e l a ç ã o ; 
(microscopio) 8,02 mm - 10,0 mm (1 d i v i s ã o ) ( o s c i l o s c ó p i o ) 
8.20 mm - x 
8,20-10 
x
n+si = = > x n + 3 i = 1 0 , 2 2 ^ E 1 / 0 2 2 ^ i ^ s õ s s ^ 1 ' 0 2 2 v 
8,02 
A r e l a ç ã o d o s e n s o r M o d e l o I I I n o s f o r n e c e 
0,1056 V - 1 um 
1,022 V - X
 [ c , 
X 
1,022 
0,1056 
um = > ^Si+gi = 9 ' 6 8 m = ° / ° 0 9 6 8 mm 
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A f o r m u l a (TV.43) n o s d ã : 
-ÍTTC x . - ÍTTC 
x , . = x e m => In 
P a r a o n o s s o c a s o a f o r m u l a a c i m a f i c a : 
,
 x n + 9 . -
9 1 v C 3 , 9 ' 6 8 c s l n — = — => In • — 
x n M q 16,81 0,307 q 
- i * C , = q . 5,926755 • 10 
= > C ? = G 2 „ 3,512643 • 10 7 ( I V . 51) 
Temos a f o r m u l a ( I V . 4 2 ) que p a r a o n o s s o c a s o f i c a s e n 
q 
3 
4M! 
1425 Kl C! 
q 
0,307 r r tg 4- (0,307) 2 K g : 
q 2 = 4,641694 * 1 0 ? -
3,76996-10 ~i 
( I V . 5 2 ) 
S u b s t i t u i n d o ( I V . 5 2 ) em ( I V . 5 1 ) t e m o s : 
C ; = 3,512643 • 10 - 7 
C: 
4,641694 . 10 3 
3,76996-10 -1 
Ci = 1,630461 • 10" 3 » 9,317453 io~ 7 CÍ 
- 3 
= 1,630460 » 10 =>  C 3 = 4,0379 10 2 — 
m 
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Notamos que o valor de C 2 obtido da comparação de Cj 
; (massas acopladas e massa sozinha) é positivo, enquanto que o 
obtido da comparação de C 3 (massas acopladas e massa sozinha) 
é negativo. Isso deve acontecer devido ao valor muito pequeno 
de , e que, durante o seu cálculo, a propagação de erro ê 
muito grande. Usamos, então, no Programa I, C 2 valendo 
5 • 10 Ns/m, pois, apôs testarmos este programa com 4 diferen 
tes valores de C 2 (2 * 10 ; 1 • 10 ; 1 • 10 e zero), a va 
riação dos resultados é quase imperceptível entre o maior valor 
e o menor. 
Temos, então, que o valor cie C 2 obtido da massa 2 (C22), 
através das FOTOS N9 2 e N9 4 é: 
C 2 2 = C 3 - C 3 = 0,04037 - 0,04675 
Ns 
C 2 2 = - 0,00638 — 
m 
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CAPÍTULO V 
CALIBRAÇÃO DA FORÇA DE EXCITAÇÃO DO SISTEMA 
A força de excitação do sistema ê gerada por uma bobi-
na enrolada em um dos imãs (imã da massa 1) . Ela é dividida em 
duas partes - metade de cada lado do imã. São conectadas entre 
si de tal forma que o sentido do enrolamento de uma metade pos 
sa gerar um fluxo magnético que se some ao da outra {Fia. V.l). 
Como o núcleo (imã 1) da bobina possui seção reta re 
tangular e superfície áspera, poderia haver um .desgaste do es 
malte dos fios nas quinas do imã 1 por onde passa o enrolamen 
to. Sendo assim o núcleo (imã 1) foi recoberto por urna fita 
isolante de forma a impedir esse desgaste e a passagem de cor 
rente de uma espira para outra através do núcleo. Depois da bo 
bina ter sido totalmente enrolada r foi feito um teste que com 
provou o isolamento entre ela e o núcleo. 
A seguir, ela foi recoberta de cera com a finalidade 
de protegê-la de qualquer acidente que pudesse danificã-la. 
- Dados da bobina 
- A bobina possuía as seguintes características: 
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MARCA DO FIO: PIKEQUENT 
DIÂMETRO DO FIO: 0,0 89 mm 
BITOLA AWG: 39 
NUMERO CE ESPIRAS DA BOBINA: 1000 espiras 
RESISTÊNCIA TOTAL DA BOBINA: 270 ohms 
As dimensões do núcleo de cada parte da bobina são as 
da Fig. IV.15. A força excitadora usada durante as experiên 
cias era senoidal (causada por uma corrente senoidal) que gera 
va então um movimento harmônico das massas 1 e 2, isto ê, que 
pode ser expresso da forma: x - x 0 sen wt L 3 6 _J • Para a sua 
calibração, foi usada uma força constante (corrente contínua), 
que provocava apenas um deslocamento na massa 2, proporcional ã 
força, oferecendo , então, condições para a calibração, como ve 
remos mais adiante, o que não acontece para o caso de usarmos a 
mesma excitação senoidal usada durante as experiências. Esta 
calibração nos fornece a amplitude da força senoidal excitadora. 
Para o sistema de equações lineares desenvolvido no Cap. II, es 
sa força, agora calibrada, tem a notação p. 
V.l. Preparação para a Calibração 
Para a calibração, a base do sistema foi colocada na 
posição vertical, ficando as barras na posição horizontal. Ela 
foi segura por trãs a um pesado volume com boa base, para que o 
sistema pudesse ficar bem equilibrado nesta posição (Fig. V.2). 
Foi introduzida por trás da barra 1 (a que sustenta o 
imã 1 = massa 1) uma barra rígida em relação â ela. Entre esta 
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rentes distâncias iniciais (d^): 6,00 mm; 5,6 mm e 5,0 mm. As 
medidas obtidas da calibração da força, para estas três distãn 
cias iniciais (d^ ) , estão nas Tabs. A.IV.l, A. IV. 2 e A,. IV. 3 no 
Apêndice IV. 
Através dcs dados dessas tabelas, podemos construir o 
grafico da Fig. V.5 para ajudar o cálculo do valor da amplitude 
da força de excitação (P) do sistema. Neste gráfico, colocamos 
os valores da corrente (I) em função da força (P) ate 30 mA. 
Fizemos isso pois a corrente (I) usada para a obtenção da ampli 
tude (X) e do ângulo de fase ((J>) é muito pequena, no máximo 12,5 
mA, como veremos no Capitulo VI. A área hachureada é a região 
onde se situa a reta da calibração da força. Podemos obter o 
valor máximo (a
 2) e mínimo (a 2) da relação corrente (I) x Forç£i 
CP) . 
Temos: 
10 
(M&CDO): tg <x1 = = 16,6 rnA/g 
0,6 
20 
(MÍNIMO) : tg a2 - - 13,3 mA/g 
1,5 
Notamos que essa força (P) oscilando dentro dessa fai 
xa praticamente não infliiência nos resultados dos programas de 
computador. Não havendo necessidade de cálculos mais sofistica 
dos, fizemos a relação acima ser a media. Temos então: 
15 
tg a = — = 15 mA/g 
1 
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UmA)
30--------- -_.:..- ----.--
20 -- _- -- _
15
5
o - di = ~6mm
c _ cfJ = 6,0mm
_ FIG V. li _
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V.3. Comentários sobre a Calibração da Força de Excitação (F) 
V. 3.1. Comentarios sobre as distâncias iniciais (d^) 
Como vimos, a calibração da força de excitação do sis_ 
tema (F) foi feita de forma estática e não dinâmica. Assim fi_ 
zemos pois além de impedirmos os possíveis problemas dinâmicos 
que apareceriam obte de forma imediata, o valor da amplitu 
de da força excitadora (V), que é o que nos interessa nos pro 
^gramas de computador. 
A distância existente entre os imãs durante as experi 
ências, isto é, com a base rígida na posição horizontal e as 
barras na posição vertical, ê de 7,0 mm. Entretanto, escolhe 
mos para a calibração da força de excitacão distâncias menores 
(6,0; 5,6 e 5,0 mm). Como vemos pelas tabelas de calibração 
(Apêndice IV), a força magnética atuante nestas distâncias mano 
res sofre pouca variação de valor de uma distância iniciai (d^) 
para outra, cora maior razão, ainda essas variações deverão ser 
menores para distâncias maiores, como, por exemplo, 7,00 mm. 
Podemos ver isto com maior facilidade através do grãfi 
co da Fig. V.6 3 7, que mostra a força magnética que atua em fun 
ção da distância. Vemos que se variamos a distância de x1 para 
x„ (Ax) temos uma variação de força de para F 2 (AF 2). E a 
mesma variação de distância de x 3 para x1( (Ax) nos dã uma varia 
ção de força de F g para F (AF ). Notamos, claramente, que 
AF 2 < AFj, o que mostra que para distâncias pequenas entre os 
imãs a variação dessa distância implica numa maior variação da 
força do que para distâncias grandes. 
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V.3.2. Comentários sobre a calibração 
Notamos que a barra que sustenta a massa 1 (Fig. V-2) 
pode sofrer num deslocamento no sentido da massa 2, quando apli 
camos a força atrativa para a calibração. A massa 2, como v_i 
mos, sofre uma deflexão bastante seris£ */el, suficiente para que 
0 sensor de deslocamento registre no osciloscópio. Mas de quan 
to serã o deslocamento sofrido pela massa 1 quando da atuação 
dessa força atrativa? Uma vez que tomamos por base que a massa 
í 
1 não se desloca, o que não acontece na realidade, serã o deslo 
camento que ela sofre suficientemente gD;ande a ponto de prejudji 
car a calibração? É o que vamos analisar a seguir. 
Como jã vimos, para a calibração da força excitadora, 
a base do sistema foi colocado na posição vertical ficando as 
barras, que sustentam as massa 1 e 2, na posição horizontal (Fig. 
V.3). Nesta posição, as barras fletem, e esta deflexão é P^o 
porcional ao peso das massas que atuara sobre as respectivas bar 
ras e ã rigidez de cada uma. 
Analisemos primeiramente de quanto flete a barra que 
sustenta a massa 2: 
- Peso da massa 2; p = 307 g 
Através de cálculos jã feitos anteriormente podemos con 
siderar o coeficiente de rigidez da barra que sustenta a massa 
2, como sendo perto de: K 3 = 145 g/mm. 
0 deslocamento sofrido pela extremidade da barra que 
sustenta a massa 2 devido ao seu peso vale: 
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307 
P - K, x, => x, ™ ma =-> x. - 2,1 mm 
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As distâncias (d^) entre os imãs para a calibração da 
força foram 6,0; 5,6 e 5,0 mm. Logo, para que o imã 1 fique 
distando quaxquer dessas distâncias do imã 2, sua barra terã 
que fletir o que flete a barra que sustenta o imã 2, mais o su 
ficiente para que as distâncias (d^) entre os imãs sejam as de 
sejadas para a calibração (Fig. V.7). 
Com as barras na posição vertical os imãs distam 7,0 
mm. Nesta posição, para que ocorra a maior distância (d^) en 
tre os imãs (6,0 mm), o valor da menor deflexão da barra que 
sustenta o imã 1 (massa 1) devera ser: 
x 2 - 7,00 - 6,0 = 1,0 mm 
0 deslocamento total mínimo que o imã 1 (massa 1) deve 
rã sofrer para que a distância (d^) entre os dois imãs seja de 
6,0 mm é a soma de x , calculado acima, com o valor do desloca 
mento da extremidade da barra 2 (x ) devido ao peso da massa 2: 
x 3 = 1,0 + 2,1 = 3,1 mm 
Devemos notar que não foi tomado em conta, para essa 
deflexão x , o deslocamento que deve ter o imã 1 devido também 
â força de repulsão entre os imãs- Se o fizéssemos, o valor de 
x 3 seria maior. 
A deflexão x 3 é a menor que o imã 1 (massa 1) deve so 
frer durante a calibração da força de excitação. 
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X = Deflexão da barra 2 (massa2) devido ao peso da massa2 
X o = Deflexão total da barrai para que a distância inicial (di ) entre os imãsl e 2 
3
 seja de 6,0 mm 
- Fí G V 7 „ 
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Com a finalidade de podermos ver mais claramente como 
atua a força magnética durante a calibração fazemos aqui uma 
analise das forças que atuam quando a massa 2 ocupa duas dife 
rentes posições. 
Analise 1 
A massa 2 se encontra na Posição 2 (Fig. V.8) sem for 
ça magnética atrativa e sem os pesos calibrados (P ) que a com 
pensa. 
Pela Fig. V.8 temos: 
Posição 1 - lugar onde ficaria a massa 2 caso não fos_ 
sem considerados seu peso e a repulsão maçf 
nética do imã 1. 
Quando o deslocamento x s ocorre, a força a que está 
submetida a barra que sustenta a massa 1 serã (Fig. V.7): 
F = K x = 446 - 3,1 => F * 1383 g 
1 1 3 1 
Ess* força y é de cima para baixo sobre a barra 1, pra 
ticamente onde começa a massa 1 (Fig. V.7). A força de calibra 
ção que a bobina cria com 100 mA ê de 8,6 g, como vimos pelas 
tabelas do Apêndice IV, qve pode ser considerado desprezível 
frente ao valor de F , uma vez que aquela (8,6 g) não chega a 
ser 0,7% desta (1383 g). 
V.3.3. Constatação da validade da calibração 
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POSIÇÃO 1 MASSA 2 
l í F _ MX 
POSIÇÃO 2 MASSA 2 
F I G V . 8 
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X j = deslocamento sofrido pela massa 2 devido ao seu 
peso; 
x = deslocamento sofrido pela massa 2 devido â for 
ça de repulsão magnética entre os imas quando 
as barras se encontram na horizontal (posição 
durante a calibração mostrada na Fig. B.7): 
K = constante de mola da barra 2 
Ternos: 
+ F ~ - K, x — 0 => P + F- - K 3 x => 
Mx 3 1 3 2 
Posição 2 - lugar onde fica a massa 2 quando não está 
sujeita a nenhuma força magnética atrati 
va, ou estã sujeita a ela e, ao mesmo tem 
po, suporta o peso (PJ[) que compensa o des 
locamento por ela causada. 
p = peso ãa massa 2. 
K 3x -- força causada pela barra 2 devido ao desloca 
mento x sofrido por ela. 
FMx " r o r Ç a õe repulsão magnética quando a massa 2 
se encontra a uma das três distâncias rl.nic.i ais 
(d^) da massa 1. 
Sendo: 
1 5 5 
Mas: 
P = K 3 x a 
Logo: 
I - = K 3 x 2 (V.l) 
Analise 2 
A massa 2 se encontra na Posição 2 (Fig. V.9). Atua 
nela tanto a força magnética atrativa como os pesos calibrados 
As posições 1 e 2 onde fica a massa 2 são as mesmas da 
Analise 1. Pela Fig. V.9 temos: 
^Mx ~ f ° r Ç a magnética atrativa a ser calibrada quan 
do o imã 2 se encontra na Posição 2; 
P 1 = peso calibrador colocado na massa 2 para dar 
o deslocamento igual e de sentido contrario ao 
• que ela sofre quando submetida â força magneti 
ca atrativa. 
Temos: 
P, + P + F - - F - - K a x = 0 => P, + P + F - - F - + K. x i Mx Mx 3 1 Mx Mx 3 
Mas, pela Analise 1 , temos que: 
x - x1 + x 2 
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POSíQÃO 1 
MASSA 2 
POSIÇÃO 2 
F . 
MX 
; i K X 
PI P MX 
FIG V . 9 _ 
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Logo: 
P > + P + ^ = F t e + K B X 1 + K 3 X 2 ( V - 2 ) 
Sendo: 
P = K 3 X j (V.3) 
Substituindo (V.1) e (V.3) em (V.2) temos 
Pi = Kr 
Esse resultado comprova que, apesar de todas as forças 
que atuam durante a calibração, o peso calibrador (P ) é r e a A 
mente igual a força magnética atrativa. 
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CAPÍTULO VI 
OBTENÇÃO DA AMPLITUDE {X) E DO ÂNGULO DE FASE (<J>) 
Os dados de entrada do Programa II, como vimos no Cap. 
II, são a parte real (R) e imaginaria (U) da amplitude complexa 
(X) . Para obtermos esses dados, basta termos esta amplitude 
(X) e o ângulo de fase (<j)) entre a excitação (F) a resposta (X) 
(Fig. II.2). Podemos tirá-los do dispositivo montado no labora 
tório, e, para isso, fizemos a montagem mostrada, esquemática 
mente, na Fig. VI.1. 
VI. 1. Comportamento Geral para Obtenção dos Parâmetros X e <J> 
Colocamos atras de cada massa (1 e 2) um sensor de des 
locamento como mostra esquematicamente-a Fig. VI.1, saindo, de 
cada ura deles, um cabo que foi ligado no canal 1 de um osciloscõ 
pio, que explicaremos mais detalhadamente adiante. De um dos 
fios que sai da bobina para o gerador de freqüência, ajustamos 
uma resistência no valor de 0,4 ohms. Das suas extremidades co 
nectamos um cabo que foi ligado ao canal 2 do osciloscópio. 
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contador 
de frequência 
digital 
canal 2 
do osciloscópio 
massa 2 
canal 1 
do osciloscópio 
sensor de 
deslocamento 
(modelo I) 
canal 1 
do osciloscópio 
sensor de 
deslocamento 
(modelo ffl) 
_ F I G VI .1 
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Ao gerador de freqüência acoplamos um Contador de Fre 
qüencia Digital (CF.D.) para que tivéssemos maior precisão de 
freqüência da corrente que ia para a bobina/ como jã explicamos 
em capítulo anterior. 
Dessa forma, ajustamos o gerador de freqüência para a 
freqüência escolhido, que é mostrado pelo Contador de Freqüên 
cia Digital (CF.D.). Conectamos o cabo do sensor de desloca 
mento (Modelo I), acoplado à massa 1, ao canal 1 do osciloscõ 
pio. Temos, então, na sua tela a onda vinda da queda de volta 
gem registrada pela resistência de 0,4 ohms, que traduz a força 
de excitação (F) do sistema, e a onda vinda do sensor de deslo 
camento (Modelo I), que mostra a amplitude (X) de vibração de 
vibração da massa em questão. Explicaremos melhor esta parte 
mais adiante. Estando a tela do osciloscópio mostrando essas 
duas ondas, tiramos uma foto. Mantendo a mesma freqüência, co-
nectamos, agora, ao canal 1 do osciloscópio, o cabo do sensor 
de deslocamento (Modelo III), acoplado ã massa 2. Tiramos, des 
sa forma, outra foto. Obtemos, assim, os pares de onda força e 
amplitude para cada massa e para as oito freqüências que deseja 
mos. 
VI. 2. Comentarios Sobre a Obtenção dos Parâmetros X e <j> 
VI.2.1. Sobre o valor das freqüências 
Obtivemos os gráficos de cada massa quando fizemos a 
freqüência de excitação variar, passando pelas amplitudes mãxi 
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mas de cada uma delas. Notamos que os picos ocorrem perto das 
freqüências 11,8 Hz e 23,3 Hz. Pegamos pontos próximos destas 
freqüências para as fotos dos pares de onda força e deslocamen 
to pois, assim, ê maior a precisão de medida e mais fãcil a ob 
tenção das ondas na tela do osciloscópio. As freqüências esco 
lhidas foram oito; 11,30 Hz; 11,48 Hz; 12,1 Hz ; 12,2 Hz; 23,0 
Hz; 23,1 Hz; 23,4 Hz; 23,48 Hz. O grafico da Fig. VI.2, que 
mostra as amplitudes da massa 2 para essa faixa de freqüência de 
excitação, ajuda a visualizar o local das freqüências para a ob 
tenção dos dados do Programa II. 
Na verdade, esses são os valores mais prováveis das 
freqüências quando as fotos foram batidas. Devido a erros dos 
aparelhos e muita dificuldade era colocar uma freqüência de exci 
tacão em que o Contador de Freqüência Digital (CF. D.) forneces 
se sempre o mesmo valor, resolvemos obter a média dos valores 
das freqüências. Assim, registramos os cinco valores mostrados 
pelo Contador de Freqüência Digital (CF.D.) enquanto eram bati 
das cada foto, para, a partir daí, tirar uma media e termos o 
valor mais provável da freqüência com que o sistema estava sen 
do excitado. 
A Tab. VI.1 e a Tab. VI.2 mostra a freqüência regis 
trada enquanto eram batidas as fotos para cada massa: 
F I G VI . 2 -
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Tab. V I . 1 
M A S S A 1 
Freqüências mostradas pe lo C .F .D. (Hz) 
11,4 11,4 11,3 11,4 11,4 11,38 
11,5 11,5 11,4 11,5 11,5 11,48 
12,1 12,1 12,1 12,1 12,1 12,10 
12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,20 
23,0 23,0 23,0 23,0 23,0 23,00 
23,1 23,1 23,1 23,1 23,1 23,10 
23,4 23,4 23,4 23,4 23,4 23,40 
23,5 23,5 23,5 23,4 23,5 23,48 
Tab. V I . 2 
M A S S A 2 
Freqüências mostradas pe lo C F . D . (Hz) 
11,4 11,3 11,4 11,4 11,4 11,38 
11,5 11,5 11,4 11,5 11,5 11,48 
12,1 12,1 12,1 12,1 12,1 12,10 
12,2 12,2 12,2 12,2 12,2 12,20 
23,0 23,0 23,0 23,0 23,0 23,00 
23,1 23,1 23,1 23,1 23,1 23,10 
23,4 23,4 23,4 23,4 23,4 23,40 
23,5 23,5 23,5 23,4 23,5 23,48 
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VI.2.2. Sobre ângulo de fase (<J0 
Como vimos no capítulo anterior, a força de excitação 
(F) do sistema ê gerada pelo campo magnético que vem da bobina, 
quando por ela passa uma corrente alternada senoidal. 
Para sabermos o ângulo de fase (<f0 entre a excitação 
(F) e a resposta (X) do sistema, precisávamos colocar no o s c í 
lõscõpio uma onda que estivesse em fase com essa força (F), e 
outra com o deslocamento (X) da respectiva massa que estivesse 
mos observando. Para isso, colocamos uma resistência num dos 
fios que vai da bobina para o gerador de freqüência (Fig. VI.1). 
Com o osciloscópio registrando a queda de tensão nessa resistên 
cia, observamos uma onda em fase com a corrente que passa pela 
bobina, e que gera o campo magnético. Devemos notar que, embo 
ra existam fatores que defasam a corrente da tensão nas extrema 
dades da bobina, a onda mostrada pelo osciloscópio esta em fase 
com a corrente geradora do campo magnético, pois esta onda mos 
tra a queda de tensão causada pela resistência, elemento este 
que não defasa a tensão da corrente, e esta corrente é" a mesma 
que passa pela bobina, ou seja, jã traz todas as defasagens que 
ocorreram pela sua passagem nesta bobina. 
Para nos certificarmos da não existência de defasagem 
entre a força excitadora (F) e a corrente senoidal (I) geradora 
do campo magnético, fazemos a analise abaixo: 
Temos a formula3 8: 
dF = i &E * B (VI.1) 
Onde: 
F = força excitadora: 
i = corrente de magnetização na superfície lateral 
m 5 
do imã; 
¿ ~ comprimento total do imã ao longo do seu forma 
to; 
B = campo magnético; 
Para o nosso caso temos: 
p N I 
l 
Onde: 
p^ = permeabilidade magnética do ima ; 
N " numero de espiras da bobina; 
1 = corrente senoidal que passa pela bobina 
= I sen ut 
o 
Como vemos, B e £ são constantes. Integrando, então, 
a equação (VI.1) temos: 
F = i p N I sen t = i p NI 
m o o m o 
Como i , )j e N são constantes, notamos que a força 
(F) esta em fase com a corrente (I) . 
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Outra coisa que poderia causar essa de f as agem é a exis_ 
tência de histerese- Acontece, porém, que durante a calibração, 
usamos uma corrente contínua atê 100 mA, que fazia atrair o ou 
tro imã, Ao diminuirmos essa corrente atê zero, notamos, pelo 
osciloscópio, que o imã atraído retornava à sua posição origi 
nal, não havendo, portanto, nenhum caiv.po magnético residual sig-
nificativo de forma que o osciloscópio pudesse registrar. Sendo 
assim, achamos que podíamos desprezar a histerese, que possivel 
mente existe, uma vez que a maior amplitude de corrente usada 
'neste capítulo e de 12,5 mA, ou seja, oito vezes menor que a ve 
rifiçada. 
VI. 2.3. Sobre a amplitude (X) 
As fotos dos oito pares de onda para cada massa foram' 
obtidas pelo processo Polaroid. 
Os sensores de deslocamento acoplados âs massas 1 (Mo 
delo I) e 2 (Modelo III) foram regulados para que quando as mas 
sas estivessem em repouso eles registrassem no osciloscópio o 
ponto médio das suas faixas lineares de trabalho, respectivamen 
te, (Apêndice II), sendo assim, as massas oscxlam em torno des 
se ponto. 
Para todas as fotos, colocamos a corrente mais alta 
que sai do gerador de freqüência para que provocasse a maior os 
cilação das massas de tal forma que não ultrapassasse a faixa 
linear dos sensores. Assim, poderíamos saber com maior preci 
são tanto a força de excitação do sistema como a amplitude de 
oscilação de cada massa. Dessa forma, a amplitude de vibração 
das massas não ultrapassavam a amplitude de vibração mãxima ob 
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Devemos observar, entretanto, que no momento em que ti 
tida quando verificamos o comportamento linear do dispositivo 
(Cap. III). 
Para a obtenção das fotos, nao pudemos colocar a mesma 
intensidade de corrente na bobina, isto é, a mesma força da ex 
citação do sistema, para as duas massas numa mesma freqüência 
de excitação, pois se o fizéssemos a força que faz com que a aia 
plitude de uma massa seja suficiente grande para tirarmos uma 
foto com boa precisão numa dada freqüência perto do pico máximo 
de amplitude da outra massa, essa força, então, provoca uma ara 
plitude de vibração grande nesta ultima massa fazendo-a ultra 
passar a faixa linear do sensor de deslocamento. 
Para melhor compreensão,- podemos dar o exemplo seguin 
te. A massa 2 tem seu pico mãximo de amplitude na freqüência 
de 11,8 Hz. Para as fotos das amplitudes de vibração das mas 
sas perto dessa freqüência, temos que colocar a força de excita 
ção do dispositivo menor para a massa 2 do que para a massa 1. 
Pois com a mesma força, a massa 2 tem amplitude de vibração que 
ultrapassa â faixa linear do sensor de deslocamento. E, para a 
foto da amplitude da massa 1, temos que ter uma força de excita 
ção maior do que para a massa 2, pois, sô assim, temos uma onda 
suficientemente grande para que possamos medir. Como o sistema 
tem um comportamento dinâmico linear, basta multiplicar a ampli 
tude da massa 2 pelo valor com que a força de excitação foi di 
vidida em relação à amplitude da massa 1 quando esta foi foto 
grafada. 
VI.2.4. Sobre o valor obtido das amplitudes (X) 
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ramos as fotos das amplitudes para a massa .1, perto da freqüên 
cia onde ocorre o pico máximo de amplitude da massa 2, em algu 
mas fotos, tinha uma amplitude de vibração maior do que a ampli 
tude máxima, observada no Cap. III, em que garantíamos o compor 
tamento lir.ear do dispositivo. A Tab. VI. 3, nos mostra as am 
plitudes da i„assa 2 quando foram obtidas as fotos em torno do 
pico menor de amplitude da massa 1, e a Tab. VI.4 nos mostra as 
amplitudes da massa 1 quando foram tiradas as fotos em torno do 
pico menor de amplitude da massa 2. Ao lado delas, temos o va 
lor máximo de amplitude que os sensores de deslocamento puderam 
oferecer, e, assim, garantir que até essa emplitude o comporta 
mento dinâmico do dispositivo ê linear. Embora ele possa ter 
este comportamento para amplitude maiores, isto não pôde ser ve 
rificado devido ao limite de operação dos sensores. 
Na Tab. VI. 3 , nas freqüências de 11,38 Hz e 11,48 Hz, 
as amplitudes da mas sei 2 são superiores a 55 um - limite de am 
plitude da massa 2, em que o comportamento do dispositivo é li, 
near, jã comentado no Cap. III. Isto quer dizer que, quando ti_ 
ramos essas duas fotos das amplitudes da massa 1, esta massa 1 
tinha amplitudes baixas e dentro da faixa em que o dispositivo 
tem comportamento linear; porém, as amplitudes da massa 2 são 
maiores que o limite testado (55 um), fazendo com que, a priori, 
não possamos afirmar se o comportamento do dispositivo ê real 
mente linear. 0 mesmo raciocínio é válido para as amplitudes da 
massa 1 nas freqüências de 23,0 Hz; 23,1 Hz e 23,4 Hz (Tab. VI.4} . 
Das dezesseis fotos tiradas que nos fornecem dezesseis 
pontos para os gráficos (colocados mais adiante), existem cinco 
pontos que não temos certeza do comportamento dinâmico do dispo 
sitivo ser linear. Checamos, porém, esses pontes com os outros 
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Tab. VI.3 
FOTO DA MASSA 1 - Frequências em torno do pico máximo 
de amplitude da massa 2 
Freq. (Hz) Amplitude 
da massa 1 
(ym) 
Amplitude 
da massa 2 
(um) 
Amplitude máxima 
da massa 2 . Até 
onde o Cap. III 
garante o compor 
tarnento linear 
do di spos itivo 
Massa 2 
11 ,38 4 , 2 113 ,2 * 
11 ,48 6,7 155 ,2 * 
12,10 5,0 46,0 
55 ym 12,20 4 ,8 38,4 
Tab. VI. 4 
FOTO DA MASSA 2 - Freqüências em torno do pico mãximo 
de amplitude da massa 1 
Freq. (Hz) Amplitude 
da massa 1 
(ym) 
Amplitude 
da massa 2 
(ym) 
Amplitude máxima 
da massa 1. Ate 
onde o Cap. III 
garante o compor 
t amen to 1 i ne ¿i r 
do disposi Livo 
Massa 1 
23 ,00 2 , 9 126 ,3 * 
23,10 3,6 318 ,8 * 
23,40 4 , 2 99 ,6 * 
23,48 3,6 63 ,4 9 6 ym 
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e com os gráficos dos programas de computador, e reparamos que 
eles são coerentes com os resultados, havendo então grande pos_ 
sibilidade deles ainda estarem numa faixa de amplitude, que o 
comportamento dinâmico do dispositivo e linear. Notamos também, 
que, a maior amplitude - 0,318 mm, é a da massa 2, na freqüen 
cia de 23,1, e que na prática essa amplitude é ainda quase iu 
perceptível, o que nos leva a crer que o dispositivo deva ter 
o comportamento linear mesmo com essa amplitude de vibração. 
VI.2.5. Sobre a obtenção do valor das amplitudes (X) 
As fotos tiradas dos pares de onda (força e deslocamen 
to estão no Apêndice V- A onda superior representa a força de 
excitação e a inferior o deslocamento sofrido pela respectiva 
massa. Mostraremos aqui, apenas os cálculos do JR, U e ângulo 
de fase (<|>) da primeira freqüência de excitação (11,38 Hz) , pa 
ra as massas 1 e 2 u m a vez que os outros seguem o mesmo rácio 
cínio. Os resultados de todos os cálculos se encontram no Apên 
dice V. 
VI. 2.5.1. Foto n9 1 
Esta foto mostra o par de ondas (força e deslocamento) 
para a massa 1. Para medir os deslocamentos desta massa usamos 
o sensor Modelo I que tem para a sua faixa linear a sensibili 
dade de 0,066 Volt/ura. A freqüência da força de excitação do 
sistema vale: F^ = 11,38 Hz. 
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VI.2.5.1.a. Cálculo da amplitude da força de excitação 
Quando o canal 2 do osciloscópio registra 0,01 Volt por 
divisão da tela, a amplitude da força tem 0,4 divisões. A foto 
foi batida com este canal registrando 0,005 V/div mostrando, en 
tão, uma amplitude da força de 0,8 divisões, sendo pico a pico 
1,6 divisões. 
Temos a relação: 
0,01 V - 1 div 
*=> x = 
x - 0,4 div 
0,004 V 
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0,004 
V = pj 0,004 = 0,4 I => ~ => 
0,04 
I = 10 nft 
Pelo grafico da calibração da força (Cap. V) temos 
I 
— = 15 mA/g 
F 
Logo: 
15 mA - 1 g 
10 m?_ - y 
10 
=> y = — g ==> y = 0,66 g - P 
15 
Esse valor de y é o usado para a amplitude da força (P) 
nos programas de computador. Passando para o sistema MKS temos: 
9,8 
P - 0,66 * => P = 0,0065 => P = 0,007 N 
1000 
VI.2.5.1.b. Calculo da amplitude do deslocamento (X) 
Esta foto foi batida com o canal 1 do osciloscópio re 
gistrando 0,1 Volt por divisão, e fizemos, com o microscópio, 
três medidas do pico superior ao inferior da onda, de um mesmo 
ciclo. Vimos, pela foto, que os picos dessa onda ~ deslocamen 
to apresenta deformações. Isto ocorre devido ao ruído apresen 
tado pelo sensor, que não é blindado, que mede seu deslocamento 
(Modelo I). 
Podemos tirar a corrente (I) 
17 3 
1- medida ( p i c o s do mesmo c i c l o ) 
Pico superior: 45,81 nm 
Pico in fe r io r : 0,93 mm 
45,81 - 0,93 44,88 
=> Xj = • = > X = => Xj = 22,44 mm 
2 - medida ( p i c o s do mesmo c i c l o mas d i f e r e n t e s do a n t e 
r i or ) 
Pico superior: 45,46 
Pico in fe r io r : 0 ,78 
45,46 - 0,78 44,68 
=> X = => X = => X = 22,34 mm 
2 2 
3~ medida ( p i c o s do mesmo c i c l o mas d i f e r e n t e s dos d o i s 
a n t e r i o r e s ) 
Pico superior: 45,82 
Pico in fe r io r : 0,75 
45,82 - 0,75 45,07 
=> X 3 = - => X 3 = => X 3 - 22,54 mm 
A ampl i tude usada e a media d e s t a s a m p l i t u d e s , t i r a d a s 
da f o t o , medidas p e l o m i c r o s c o p i o : 
x = 
X l H " X 2 + X 3 2 2 , 4 4 + 2 2 ' 3 4 + 2 2 , 5 4 6 7 ' 3 2 
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X - 22,44 irm (pelo microscõpi.o) 
Para saber o deslocamento que houve na realidade, te 
mos que passar a medida da amplitude (X) do deslocamento obtida 
pelo microscópio, tirada da foto, para o referencial do oscilos 
copio, e, finalmente, deste para o verdadeiro deslocamento so 
frido pela massa em questão. 
Achamos primeiramente a relação entre a foto e o mi 
:croscôpio. Para isto basta medir no microscópio quanto vale uma 
divisão do osciloscópio, pois esta sabemos que corresponde a 
10 mm. Temos então: 
1 divisão (osciloscópio) = 8,2 mm (microscópio) 
Ora, se durante a foto o osciloscópio registrava 0,1 
Volt/divisão, temos: 
0,1 Volt = divisão (osciloscópio) = 8,2 mm (microscópio) 
Assim, para cada uma das amplitudes medidas anterior 
mente, temos a devida alteração proporcional que corresponde a 
fazer o mesmo calculo para a media das três amplitudes obtidas. 
Temos então para amplitude do deslocamento (X) a relação: 
8,2 m 0,1 Volt - 1 divisão 
22,44 mm t Volt 
22,44 • 0,1 
t = ==> t = 0,2737 V 
8,2 
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Foi usado, para essa massa 1, o sensor de deslocamento 
Modelo I que, na sua faixa linear, tem a sensibilidade de 0,066 
V/um. O deslocamento referido pela massa 1, na realidade, vale: 
0,066 V - 1 um 
0,2737 V - u um 
0,2737 
=>
 u = => u = 4,15 um 
0,066 
Como usaremos nos programas de computador as medidas 
no sistema MKS temos: 
u = X M - 0,00000415 m 
Temos que: 
R ~ X cos cj) 
U = X sen 4> 
Para termos, então, os valores de R e U, parte real e 
imaginaria da amplitude complexa (X) , respectivamente, temos que 
saber o ângulo de fase (<f>) . 
VI.2.5.1.C Cálculo do ângulo de fase (c|>) 
O ângulo de fase ($) entre a excitação e a resposta 
foi medido através da comparação dos picos das onda-força e on 
da-deslocamento. 
Para saber o lugar mais provável onde se situa o pico 
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de cada uma dessas duas ondas, foram obtidos das fotos, pelo mi 
croscópio, três pares de pontos com ordenadas diferentes, que 
medem a abscissa de cada lado do pico da onda senoidal, como 
mostra a Fig. VI.3. 
Foi escolhido o zero da ordenada e da abscissa no lu 
gar mais conveniente para as medidas do microscópio, dependendo 
de cada foto. 
Fazendo a média da abscissa dos pontos de cada par te 
mos o lugar do pico da curva dado pela respectivo par de pontos. 
Obtemos, dessa forma, três abscissas correspondentes a três p_i 
cos, associados a cada par de pontos. Achamos, agora, a média 
aritmética entre essas três abscissas, e ficamos sabendo, as 
sim, a localização mais provável do pico (x - Fig. VI.3). Cal 
culamos essas abscissa (x) para o pico da onda-força e da on 
da-deslocamento
 f podendo, desta forma, obter o angulo de fase 
((j>) como veremos a seguir. Para melhor compreensão, descreve 
mos cada passo do calculo conforme ele vai sendo executado. 
- Calculo da abscissa do pico da onda~força 
1. Medidas do par de ponto (1, 2) 
Para a ordenada y = 47,45 mm, as abscissas valem: 
x A = 29,98 mm 
x 2 = 25,17 mm 
A abscissa do pico da onda-força para esse par vale: 
Ill 
Xj + x 2 29,98 + 25,17 55,15 
x = . = - . => x = 27,58 urn 
1
 2 2 2 
2 . M e d i d a s do p a r de p o n t o s ( 3 , 4) 
P a r a a o r d e n a d a y — 43 ,45 mm, as a b s c i s s a s v a l e m : 
J
 2 
x 3 - 31,53 mm 
x,, - 23,75 mm 
A a b s c i s s a do p i c o da o n d a ~ £ o r g a p a r a e s s e p a r v a l e : 
x 3 + x 4 31,53 + 23,75 55,28 
x 2 ~ ~ = = > x ? = 27,64 mm 
2 2 2 
3 . M e d i d a s do p a r d.e p o n t o s ( 5 , 6) 
Para a ordenada y 3 - 39 ,45 mm, as a b s c i s s a s v a l e m : 
x 5 = 33,08 mm 
x & = 22,06 mm 
A a b s c i s s a do p i c o da o n d a - f o r g a p a r a e s s e p a r v a l e : 
x 5 + x 6 33,08 + 22,06 55,14 
x 3 = _ = = => x = 27,57 mm 
2 2 2 3 
A a b s c i s s a m a i s p r o v á v e l do p i c o da o n d a - f o r ç a v a l e : 
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27,58 + 27,64 + 27,57 82,79 
3 3 
Xp = 27,60 nm 
O erro visual do microscopio pode ser considerado de 
± 0,020 rom - ± 20 um. O erro provável que pode ter sido cometí 
do vale: 
e„ - 27,64 -1- 0,02 - 27,60 - 0,04 + 0,02 => £_ = ± 0,06 mu 
Vale observar que, para maior precisão de medida e por 
ter a onda--força saldo muito espessa nas fotos, os pontos obti 
dos foram aqueles que ficam na parte externa da onda, ao invés 
de serem no seu interior. 
- Calculo da ahscissa do pico da onda-deslocamento 
1. Medida do par de pontos (1, 2) 
Para a ordenada y = 36,55 mm, as abscissas valem: 
x ~ 30,11 mm 
x 2 = 25,46 mm 
A abscissa do pico da onda-deslocamento para esse par 
vale: 
x + x 30,11 + 25,46 55,57 
x - -í = = => x1 = 27,79 mm 
2 2 2 
vale: 
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x 3 + xh 31,74 + 23,54 55,28 
x 2 = _ = — . = => x 2 - 27,64 mm 
3. Medidas do par de pcntos (5, 6) 
Para a ordenada y 3 - 4,55 mm, as abscissas valem: 
x 5 = 33,71 mm 
xr ~ 21,53 mm 
b 
vale: 
A abscissa do pico da onda-deslocamento para esse par 
x 5 + x 6 33,71 + 21,53 55,24 
x 3 = = => x 3 = 27,62 mm 
A abscissa mais provável do pico da onda-deslocamento 
vale: 
2. Medidas do par de pontos (3, 4) 
Para a ordenada y 2 = 20,55 mm, as abscissas valem: 
x 3 - ?1,74 mm 
x,( = 23,54 mm 
A abscissa do pico da onda-deslocamento para esse par 
181 
xl + x2 + x 3 27,79 + 27,64 + 27,62 83,05 
= 27,68 mm 
O erro que pode ter ocorrido considerando que o erre 
de leitura ê ± 20 ym: 
e D = 27,79 + 0,02 - 27,68 = 0,11 + 0,02 = E = ± 0,13 mm 
As ondas desta foto podem ser esquematizadas segundo a 
Fig. VI.4. 
Chamamos de efi ao ângulo que corresponde ao modulo da 
diferença entre x^ e x . Temos então: 
* D " *F 
27,68 ~ 27,60 - 0,08 mm 
Devemos observar que caso x seja maior que x^ o ângu 
lo de fase ($) não será igual a (<j>) , mas sim â diferença entre 
360° e <f>, pois a resposta (deslocamento) sempre estã atrasada 
em relação â excitação. 
Para obtermos o valor de cj) precisamos saber a relação 
em um ciclo da onda-força ou deslocamento, uma vez que ambas 
tem a mesma fx~eqüência, e seu comprimento na foto. Para isso, 
medimos na foto o comprimento do ciclo da onda-deslocamento pois 
esta sendo maior oferece maior precisão. 
Através da média de três medidas do comprimento do ci 
cio desta onda, tiramos o seu valor provável (Fig. VI.4). 
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x - 14,57 mm 
c 
X ç = valor do comprimento do ciclo da cnda-desloca 
mento (ou força) que corresponde a 360°. 
Para termos <j) fazemos a seguinte relação: 
14,57 mm - 360° 
0,08 mm - <|> 
0,08 • 360° 
$ = . _ § E 2° 
14,57 
Vale notar que não sabemos o sinal da amplitude da for 
la de excitação (P) na foto, isto c, se a força é positiva no 
seu pico superior ou inferior. Pois, no referencial colocado 
no modelo teórico, que corresponde ao dos sensores de desloca 
mento, a força (P) ê positiva se repelir as massas 1 e 2, e o 
pico superior da onda-deslocamento corresponde a um deslocamen 
to positivo. Este sinal sõ pôde ser constatado depois de roda 
do os programas de computador e ter comparado seus resultados 
com os das fotos. Após essa comparação, notamos que o pico in 
ferior da onda-força ocorre quando as massas 1 e 2 se repelem. 
1. xl = 16,30 mm; x 2 = 30,14 rim x = 30,14 - 16,30 => x c j = 14,50 mm 
2. x1 = 30,14 mm; x 2 = 44,80 mm xQ2 - 44,80 - 30,14 ==> x = 14,66 mm 
3. = 30,80 mm; x 2 = 45,34 mm => = 45,34 - 30,8C - 14,54 mm 
x + x + x 14,50 + 14,66 + 14,54 43,70 
Çl C2 Ç3 _ ' ' _ _____ 
C -, 

1 8 4 
180 - $ - <J> cf. = • - 1 8 8 ° (j) = + 1 7 2 ° 
Podamos t e r , a g o r a , R ( p a r t e r e a l da a m p l i t u d e ) e U 
( p a r t e i m a g i n a r i a da a m p l i t u d e ) . P e l a F i g . V I . 5 podemos t e r a s 
r e l a ç õ e s q u e n o s f o r n e c e m R e U: 
X cos d) = R X sen $ = U 
P o r s e r o s va lox~es (R e U) r e l a t i v o s ä m a s s a 1 e â p r i 
m e i r a f r e q ü ê n c i a (Fl — 1 1 , 3 8 H z ) , a n o t a ç ã o f i c a s e n d o a a b a i 
x o : 
R = - 0 ,00000415 - cos 2 ° - 0 , 00000415 • 0 , 9 9 9 3 9 0 8 
R u = - 0 ,000004147 m 
U i i = + 0 ,00000415 - sen 2 ° = 0 ,00000415 • 0 , 0 3 4 8 9 9 5 
Uli = + 0,00000145. m 
V I . 2 . 5 . 2 . F o t o n ? 2 
E s t a f o t o m o s t r a o p a r de o n d a s ( f o r ç a e d e s l o c a m e n t o ) 
p a r a a m a s s a 2 . P a r a m e d i r o s d e s l o c a m e n t o s d e s t a m a s s a u s a m o s 
o s e n s o r M o d e l o I I I q u e t e m p a r a a s u a f a i x a l i n e a r a s e n s i b i l i 
dade de 0 , 1 0 5 6 V o l t / p m . A f r e q ü ê n c i a da f o r ç a de e x c i t a ç ã o do 
s i s t e m a v a l e : F = 1 1 , 3 8 Hz . 
ou s e j a , é n e s t e p i c o q u e a a m p l i t u d e da f o r ç a (P) ë p o s i t i v a 
L o g o , t e m o s a r e l a ç ã o a b a i x o : 
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VI.2.5.2.a. Calculo da amplitude da força de excitação 
Esta foto foi batida com o canal 2 do osciloscópio re 
gistrando 0,005 Volt/divisão da tela, o que faz a força ter 0,1 
divisões de amplitude. 
Temos a relação: 
0,005 V - 1 div 
x - 0,1 div 
=> x = 0,5 mV 
Podemos ter a corrente (I) através da fórmula abaixo: 
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Pela foto n? 1, sabemos que a amplitude da força (P) 
a ser usada pelos programas de computador corresponde a uma cor 
rente (I) de 10 mA. Como a corrente (I) aqui usada é oito ve 
zes menor (1,25 mA) implica que a amplitude da força (P) é" tam 
bém oito vezes menor, logo, a amplitude do deslocamento aqui 
achada devera ser multiplicada por oito, como jã foi explicado 
no item VI.2.3. 
VI.2.5.2.b. Cálculo da amplitude do deslocamento (X) 
Esta foto foi batida com o canal 1 do osciloscópio re 
gistrando 1,0 Volt/divisão. Seguindo o mesmo raciocínio para 
a foto n9 1 temos: 
1- Medida (picos do mesmo ciclo) 
Pico superior; 30,4 mm 
Pico inferior: 5,8 mm 
30,4 - 5,8 24,60 
X « = 
Xi = 12,3 mm 
2- Medida (picos do mesmo ciclo mas diferentes do ante 
rior) 
0,5 
V = KC => 0,5 - 0,4 I ==> I = => I = 1,25 mA 
0,4 
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Pico superior: 30,24 inm 
Pico i n f e r i o r : 5,fí mm 
30,24 - 5,8 24,44 
2
 2 2 
X 2 = 12,22 mm 
3 - M e d i d a ( p i c o s do mesmo c i c l o mas d i f e r e n t e s dos d o i s 
a n t e r i o r e s ) 
Pico superior: 30,26 mm 
Pico in fe r io r : 5,8 mm 
30,26 - 5,8 24,46 
=> x„ = • 
2 2 
X 3 = 12,23 mm 
A a m p l i t u d e u s a d a é a méd ia da s t r ê s a m p l i t u d e s , t i r a 
das da f o t o , med idas p e l o m i c r o s c o p i o . 
12,3 + 12,22 + 12,23 36,75 
X = 
3 3 3 
X = 12,25 mm (pelo microscópio) 
S e g u i n d o o r a c i o c í n i o da f o t o n9 1 t e m o s : 
1 d iv isão (osciloscópio) - 8,2 mm (rrd.crosc5pio) 
Na f o t o n ? 2 o o s c i l o s c ó p i o r e g i s t r a v a 1 V o l t / d i v i s a o , 
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l o g o : 
1 V o l t = 3. d iv isão (osciloscópio) = 8,2 ura (microscópio) 
A a m p l i t u d e do d e s l o c a m e n t o (X) c o r r e s p o n d e a : 
8,2 mm - 1 V o l t - 1 d iv i são 
12,25 mm - t 
t = 1,4939 V 
Como o s e n s o r u s a d o (Modelo I I I ) tem na s u a f a i x a l i -
n e a r a s e n s i b i l i d a d e de 0 ,1056 V o l t / u m , t e m o s : 
0,1056 V - 1 um 
1,4939 V - u pm 
=> u = 14,15 um 
Como a f o r ç a de e x c i t a ç ã o u s a d a f o i o i t o v e z e s menor 
que a d e s e j a d a , a a m p l i t u d e do d e s l o c a m e n t o (X) c a l c u l a d a a c i m a 
d e v e r á s e r m u l t i p l i c a d a po r o i t o , p a r a t e r m o s o v a l o r a s e r u s a 
do nos p rogramas de c o m p u t a d o r , como f o i e x p l i c a d o no i t e m 
V I . 2 . 3 . 
T e r e m o s : 
x = u • 8 = 14,15 • 8 => X = 113,2 um 
No s i s t e m a MKS t e m o s : 
x J 2 = 0,0001132 mm 
ISO 
Mas temos que: 
R = X cos (J) ; U = X sen <j> 
Logo, para sabermos os valores de R e U, a parte real 
e imaginaria da amplitude complexa (X) respectivamente, temos 
que saber o ângulo de fase ($). 
VI. 2. 5. 2 . c. Calculo do ângulo de fase (<£) 
Seguimos aqui o mesmo raciocínio usado para a foto n? 
1. 
- Calculo da abscissa do pico da onda-força (Fig. 
VI.6) . 
1. Medidas do par de pontos (1, 2) 
Para a ordenada y = 41,65 mm; as abscissas valem: 
x = 45,28 mm 
x 2 = 39,20 ran 
A abscissa do pico da onda-força para esse par vale: 
Xj -h x 2 45,28 + 39,20 84,48 
x ~ = = —, = x. = 42,24 mm 
2 2 2 
2. Medidas do par de pontos (3, 4) 
Para a ordenada y 2 - 41,45 rara as abscissas valem: 
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x, = 39.60 mm 
A abscissa do pico da onda-força para esse par vale 
x 3 + Ah 45,0 + 39,6 84,6 
x -- = — — - => x - 42,3 mm 
2 2 2 
3. Medidaj do par de pontos (5, 6) 
Para a ordenada y — 41,25 mm as abscissas valem: 
x 5 = 44,50 mm 
x c = 40,00 mm 
A abscissa do pico da onda-força para esse par vale 
x 5 + x 6 44,5 + 40,0 84,5 
x 3 = _ = = = = > x - 42,25 mm 
A abscissa mais provável do pico da onda-força vale 
Xj + x 2 + x 3 42,24 + 42,3 + 42,25 126,79 
y = =
 = 
3 3 3 
Xp = 42,26 mm 
Considerando o erro visual do microscópio de ± 20 
podemos dizer que o erro que pode ter sido cometido foi de: 
r = 42,3 + 0,02 - 42,26 e„ = ± 0,06 mm 
F £ 
x, = 45,0 mm 
vale: 
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x 2 = 40,74 mm 
A abscissa dc pico da onda-deslocamento para esse par 
xi + x 2 44,20 + 40,74 84,94 
x = = „ = r > x - 42,47 mm 
2. Medidas do par de pontos ( 3 , 4) 
Para a ordenada y2 ~ 25,20 mm, as abscissas valem 
x 3 = 45,10 mm 
vale: 
x^ = 39,94 mm 
A abscissa do pico da onda-deslocamento para esse par 
x 3 +.x^ 45,10 + 39,94 85,04 
x 2 - __ = = > x 2 - 42,52 mm 
3 . Medidas do par de pontos ( 5 , 6) 
Para a ordenada y, - 19,20 mm, as abscissas valem: 
- Calculo da abscissa do pico da onda-deslocamento 
1. Medidas do par de pontes (1, 2) 
Para a order.ada y± = 31,20 mm, as abscissas valem 
x 2 ~ 41,20 mm 
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x 5 = 45,90 mm 
x 6 = 39,10 mm 
A a b s c i s s a do p i c o da onda -des locamen to p a r a e s s e p a r 
v a l e : 
x5 + x 6 45,9 + 39,1 85,00 
x 3 = => x 3 - 42,50 mm 
O v a l o r mais p r o v á v e l da a b s c i s s a do p i c o da onda -des 
locamento ê : 
x1 + x 2 + x 3 42,47 + 42,52 + 42,50 127,49 
^ = 42,50 mm 
Cons iderando o e r r o v i s u a l do m i c r o s c o p i o de ± 20 pro, 
podemos d i z e r que o e r r o que pode t e r s i d o comet ido f o i d e : 
c D - 42,50 + 0,02 - 42,47 e = ± 0,05 mm 
As ondas d e s t a f o t o podem s e r e s q u e m a t i z a d a s segundo a 
F i g . V I . 6 . 
Temos: 
42,50 - 42,26 = 0,24 mm 
Obtemos a g o r a a s t r ê s medidas do c i c l o da o n d a - d e s l o c a 
mento p a r a d e p o i s termos s e u v a l o r mais p r o v á v e l ( F i g . V I . 6 ) . 
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1. x = 16,10 mm; x = 26,70 irm x = 26,70 - 16,10 => x = 10,60 mm 
2. x. = 37,44 mm; x 2 = 48,18 mm x = 48,18 - 37,44 => x = 10,74 mm 
3. x, = 24,30 mm; x2 = 35,00 mm ==> x - 35,00 - 24,30 => x = 10,70 mm 
x + x + x .10,60 -l- 10,74 + 10,70 32,04 
- _ Ç i C 2 C 3 _ _J_ [_ ^_ _ 
C
 3 3 3 
x = 10,68 mm 
c ' 
Temos então a r e l a ç ã o : 
10,68 mm - 360° 
0,24 mx - (f) 
=--> í - 8,1° 
Como vimos, o c i c l o i n f e r i o r da onda - fo rça r ep re sen ta 
a sua par te p o s i t i v a , l ogo , temos que; 
l - <í> = 8,1° 
As p a r t e s r e a l (.R) e i m a g i n á r i a (U) do deslocamento (X) 
v a l e r ã o : 
R = X cos $ = 0,0001132 • cos 8,1 = 0,0001132 - 0,9900237 
R = + 0,0001121 m 
12 
U l 2 = \ sen 5 = 0,001132 • sen 8,1 = 0,0001132 . 0,1409012 
U 1 2 = - 0,00001595 m 
196 
No Apêndice V temos os valores de todos os R's e U's 
obtidos para a aplicação dos programas do computador. 
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CAPÍTULO VII 
DISCUSSÃO 
Aplicamos os Progrmas I e II, jã mencionados no Cap. 
II, após a obtenção de todos os parâmetros do dispositivo monta 
do no laboratorio (M2, M 2, C1, Cz, C 3 , Kl, K 2 , K 3 (P^ , R ? , U } , 
U ) -*• oito freqüências diferentes para cada massa
 r P) . 
Usamos aqui a parte real (R) e a parte imaginaria (U) 
e não a amplitude do deslocamento (X) e o ângulo da fase (4>), 
pois a maioria dos aparelhos existentes para serem acoplados nas 
maquinas-ferramentas fornecem os primeiros dados e não os últi 
mos. 
Os Programas I e II funcionam com a mesma subrotina 
que resolve sistemas de equações lineares pelo método de elimi 
nação de Gauss. 
0 Programa I tem como dados de entrada as massa l e 2 
Í.Ma e M 2 ) , as constantes de amortecimento (Cj, C 2 , C 3 ) , e as 
constantes de mola (K , K 2, K 3 ) , e obtemos dele as partes real 
(R) e imaginaria (U} da amplitude do deslocamento (X) de cada 
massa. 
0 Programa II tem como dados de entradas as partes 
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PROGRAMA 1 
Dados de Entrada 
Mj, M 2, C 1, C 2 
Cg/ Kj I Y. 2 I Kg 
^ 
Programa I 
\ 
Saída 
V V V u 2 
PROGRAMA II 
Dados de Entrada 
V R 1 1 ' D . 1 ' R 1 2 ' U , 2 
W 2 + I W U 2 1 < R 2 2 ' U 2 . 
f 
Progr ama 11 
Saída 
M , M , c. , C 
1 2 1 2 
C 3 , K,, K 2 , K, 
Colocamos num grafico os oito valores de R, U, X e <j> 
de cada massa, do dispositivo montado no laboratorio, obtidos 
pelas fotos. Através do Programa I, ajustamos as curvas que 
melhor se encaixam a eles variando as constantes de mola (K), 
uma vez que esses valores obtidos não foram precisos, mas sim, 
uma faixa onde eles se situam. 
Os pontos obtidos pelos Programas I e II foram através 
de uma variação de freqüência de 0,02 Hz a 0,02 Hz. 
real (R) e imaginaria (U) da amplitude do deslocamento (X) de 
cada massa para duas freqüências diferentes, como já explicamos 
no Cap. II. 
Como vemos, um programa é o inverso do outro. Reprodu 
zimos, a seguir, o esquema de funcionamento dos dois Programas: 
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O bom comportamento cia mãquina-ferramenta, isto é, pa 
ra que ela tenha bom desempenho ê necessário ou que ela não te 
nha vibração nenhuma, coisa difícil de acontecer, ou que haven 
do a vibração a ferramenta e a peça tenham o mesmo sentido de 
movimento durante esta vibração. 
Analisando, então, esse dispositivo como sendo as 
duas massas que suportam a ferramenta e a peça respectivamente, 
podemos dizer quando essas massas estarão em fase através do 
'Programa I, pois ele nos fornece todo o comportamento dinâmico 
do dispositivo. Podemos então construir o grafico desenhado na 
parte superior da Fig. VII,1 onde aparece o modulo dos ângulos 
de fase (<j)) entre a excitação e a resposta das duas respectivas 
massas em função da freqüência de excitação do sistema. 
Mostramos apenas o grafico do modulo dos ângulos de 
fase (^) das respectivas massas, pois, como vimos, não nos inte 
ressa seu sinal, mas apenas o sentido do movimento das massas. 
A parte inferior da Fig. VII.1 nos mostra o sentido do 
movimento de cada massa (M e M ) dentro da respectiva faixa 
freqüência. 
Qualquer que seja o sentido da força de excitação (F) 
suposto para a massa 1 (M ), o da massa 2 (M ) terã sentido opos 
to, não influenciando, assim, nos resultados finais. Temos en 
tão, no quadro dessa figura, o sentido do movimento das massas 
1 (M ) e 2 (M2) para cada uma das faixas de freqüência. 
A FAIXA II e a FAIXA III são aquelas onde as massas 
estão em fase. Caso fosse esse o resultado obtido de uma máqui 
na-ferramenta seria dentro dessas faixas de freqüência que ela 
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deveria operar para que seu desempenho fosse ótimo. 
Para sabermos o comportamento dinâmico de uma mãquina-
ferramenta, através desse enfoque, devemos ter o seguinte proce 
dimento: 
- Acoplamos na estrutura da máquina um dispositivo de 
excitação ligado â uma instrumentação de medida 2, que nos forne 
cerã a parte real (R) e parte imaginária (U) da amplitude de 
vibração (X), para uma dada amplitude de força de excitação (P) 
Í 
•e freqüência conhecidas. Obtidos esses parâmetros temos os da 
dos de entrada do Programa II de onde poderemos obter os outros 
parâmetros da máquina (M, C, K ) , supondo-a com dois graus de li 
berdade e sob o enfoque do modelo teórico aqui estudado. 
Fazendo isso para várias freqüências de excitação, po 
demos obter os valores médios de M, C e K, tornando, assim, me 
nor os possíveis erros de medida. Estes valores médios serão 
os dados de entrada do Programa I que nos fornecerá os ângulos 
de fase ($ : e 0 2) entre a excitação e a resposta de cada massa 
(M e M ) para toda a faixa de freqüência em que a máquina pode 
operar. Dessa forma, fazendo a análise da Fig. VII.1 podemos 
obter a(s) faixa(s) de freqüência em que ela deve trabalhar. 
Para verificar o bom funcionamento dos Programas I e 
* 
II colocamos o resultado obtido por um deles no outro para ver 
se coincidia com o dado de entrada do primeiro. Demos valores 
arbitrários, mas coerentes na ordem de grandeza, para os dados 
de entrada do Programa I. Colocamos sua saída (Rj , U 1 7 R 2, 
U 2 ) , como sendo os dados de entrada do Programa II, e notamos 
que se estes dados tivessem apenas 3 algarismos significativos, 
que foi a precisão obtida pelas medidas tiradas do dispositivo 
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montado no laboratório, o resultado fornecido por esse programa 
era absurdamente errado, dando inclusive massas e constantes de 
amortecimento negativas. Os erros sõ passam a ser aceitáveis, 
menores do que 5%, com esses dados tendo oito algarismos signi 
ficativos, e passam a nao existir praticamente, erros menores 
que 0,01%, quando colocamos os dados de entrada com dez algaris 
mos significativos. Vale notar que para todos esses casos usa 
mos a precisão dupla nos programas computador. 
Notamos então, que trata-se de um erro computacional 
devido talvez ao método usado pela subrotina, o da eliminação 
de Gauss. Existe, porém, um tipo de subrotina que além de em 
pregar o método de eliminação de Gauss usa outro para diminuir 
o erro que pudesse ter sido cometido durante o calculo computa 
cional. Uma dessas subrotinas especiais pertence ã "The 
International Mathematical & Statistical Libraries, INC." 
(IMSL) . Fica aqui apenas a idéia, ou sugestão, pois caso cont^ L 
nuãssemos a estudar esses programas, tornaria excessivamente ex 
tenso esse trabalho além de fugir do seu principal objetivo. 
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CAPÍTULO VIII 
CONCLUSÕES 
Estudamos um modelo teórico de uma máquina-ferramenta 
diferente dos comumente usados na literatura mais conhecida. 
Ele tem dois graus de liberdade, e, alem de possuir o movimento 
da peça em relação â ferramenta, ambas também vibram em relação 
a uma parte da máquina que pode ser considerada rígida. Pela 
literatura, apenas o modelo de TLUSTÍ e POLACEK7 supõe a mãqui 
na com n graus de liberdade, porém, na pratica, sõ achamos seu 
desenvolvimento para sistemas com até dois graus de liberdade. 
Notamos que as medidas obtidas da barra mais rígida, 
do dispositivo montado, foram mais precisas. Sendo o valor des 
sa rigidez mais perto do de uma máquina-ferramenta real, aumen 
ta a viabilidade deste modelo. Entretanto, não foi possível che 
cá-lo na prática devido ã falta de aparelhos apropriados no la 
boratÕrio. 
Para a aplicação pratica do enfoque aqui dado, devemos 
usar subrotinas de computador especialmente desenvolvidas para 
diminuir o erro computacional durante o cálculo de sistemas de 
equações lineares, pois, caso contrário, o resultado poderá dar 
muito longe do real. 
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Não conseguimos obter com precisão a dissipação de ener 
gia, dada pelo valor da constante de amortecimento C 2 , causada 
pelo acoplamento das duas massas no dispositivo montado. Sabe 
mos, entretanto, que seu valor e pequeno comparado com o das 
outras (C^ e C^). Testamos vários valores com essa ordem de 
grandeza e notamos que influenciava muito pouco nos resultados 
finais. 
Assim como a literatura pesquisada, esse modelo teõri 
co supõe que a força de excitação da máquina é senoidal e que 
seu comportamento dinâmico é linear. 
Supomos aqui. o amortecimento constante para toda fai 
xa de freqüência de excitação da maquina, o que não acontece na 
realidade. Vale notar, porem, que o resultado aqui obtido ê 
semelhante ao experimental, de uma furadeira radial e de uma 
fresadora vertical, obtido por TOBIAS 1. SALJÉ 3 9 também obteve 
resultado semelhante ao estudar um torno. 
A grande vantagem existente neste modelo é a simplici 
dade de sua aplicação prática. Conhecendo os mesmos parâmetros 
da maquina necessários para o cálculo de modelos teóricos da bi 
bliografia pesquisada, e colocando-os como dados de entrada do 
Programa I, através do enfoque aqui apresentado e com o proble 
ma de identificação, resolvido, podemos obter as faixas de fre 
qüência em que a máquina deve operar para que tenha bom desem 
penho. 
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APÊNDICE I 
Apresentamos aqui o Programa I, o Programa II e a sub 
rotina usados. 
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P R O G R A M A I 
PROGRAM UM ( I N P U T » O U T P U T • T A P E 5 = I N P U T * T A P E 6 = 0 U T P U T ) 
01MENS I O N M 4 t 4 ) * R ( 4 ) » K ( B 0 0 » 5 > 
R E A L M l t L M ? , K l * K 2 , K 3 
N = 4 
C T = l B 0 . / 3 o 1 4 1 5 9 2 6 
R F A D < 5 » 1 0 ) M l « 0 » K 1 f M 2 « C 2 « K 2 » C 3 t K 3 * F l » F 2 * G 
10 F O R M A T ( 8 F 1 0 . 5 ) 
W R I T E ( 6 * 2 0 ) M 1 , M 2 » C 1 « C 2 * C 3 » K 1 » K £ - 9 K " ) 
20 F O R M A T U H 1 ? / / / / / V • 2 0 X » 2 1 ( i * • U / « ? 0 X • • * • » • D A D O S DO » , 
1 » P R O G R A M A • • • * » * / » 2 0 X » 2 1 < » * ' ) » / / / / / / » 2 0 X ? » M l = l * E 1 0 . 4 f 
2 * K G ' » / « 2 0 X » " M ? = : ' 9 E 1 0 . 4 t ' KG 1 « / / / » ? 0 X . » C 1 = . ' * 
3E1 0*4 9 s N S / M ' « / * 2 0 X « ' C 2 = » » E 1 0 . 4 « * N S / M » f / 2 0 X » 
4 » C 3 = « * E 3 0 „ 4 * e N S / M » * / / / » 2 0 X * ' K 1 = » » F 1 0 . 4 » • N /M» » / * 2 0 X 9 
5 > K 2 = , » F 1 0 . 4 * » N /M» » / 2 0 X » ' K 3 = » « E 1 0 » 4 » « N / M ) 
[' K L O = l 
: F ( l t l ) = F l 
30 F ( K L 0 + l , l ) = F ( K L 0 9 l ) + G 
K L O = K L O * l 
I F ( ( F ( K L O t l ) + ( G / 1 0 0 » ) ) * L T • F 2 ) GO T O 30 
10 = 1 
DO 80 K L = l 9 K L O 
0 M = F ( K L * 1 ) * 6 , 2 8 3 1 R 5 3 
A ( 1 * 1 ) = K 1 + K 2 - M 1 * O M * O M 
A { 1 » 2 ) = - O M « ( C I + C 2 ) 
A ( 1 f 3 ) = K ? 
A ( 1 f 4 ) = - C 2 * 0 M 
A ( 2 • 1 ) = ( C I + C ? J « O M 
A ( 2 * 2 ) = A ( 1 9 1 ) 
A ( 2 * 3 ) = ~A ( 1 , 4 ) 
A ( 2 » 4 ) = A ( 1 » 3 ) 
A ( 3 » 1 ) = A ( 1 9 3 ) 
A ( 3 » 2 ) = A ( ] » 4 ) 
A ( 3 « 3 ) = K 2 + K 3 - M 2 * 0 M # 0 M 
A ( 3 » 4 ) = - O M * ( C 3 + C 2 ) 
A ( 4 t 1 ) = » A ( 1 « 4 ) 
A ( 4 » 2 ) ~ A ( 1 « 3 ) 
A ( 4 i 3 > = - A ( 3 i 4 ) 
A ( 4 9 4 ) = A ( 3 t 3 ) 
DO 4() I = U N 
40 B ( I ) = 0 • 
fi(l)= 0 o 0 0 7 
B ( 3 ) = 0 , 0 0 7 
I F ( 1 0 . E Q . 1 ) l - ^ I T E ( 6 * 5 0 ) ( R ( I ) * Is= 1 9 N ) 
50 F O R M A T ( / / / / / • 2 O X , • M A T R 1 2 ( C O L U N A ) 8 « » / / / ? ( / 2 2 X 9 F 1 0 p 5 > ) 
10 = 2 
C A L L G E L G ( R 9 A 9 4 9 1 9 1 „ E - 1 5 t I E R ) 
2 1 2 
I F ( 1 E R , M F . - 1 ) GO TO 6 0 
F ( K L * 1 ) ~ ~ F ( K U 1 ) 
GO TO 80 
60 DO 70 I J = l , 4 
70 F ( K L » I J + U = R ( U i 
« 0 C O N T I N U E 
DO 160 I K = 1 t K L Û ? B 
W R I T E ( 6 ^ 9 0 ) 
9 0 FORMAT ( l H l * / / ? 1 0 X » 6 2 ( , " » ) / l O X » » * i * - l 2 X » » « i » 4 7 X » * * « « / 1 0 X t -
1 * * F R E Q U E N C I A * » « 1 OX * 1 SOLUC AO DO S I S T E M A A X = B t , U X i 
t / t l O X » t * » O X * • ( H E R T Z ) * * ç 5 X ç t ( R , u E A EM M E T R O S S » * 
3» P H I E M G R A U S > » » 6 X » » * » f / » 1 0 X » » * » » I 2 X » » t t « » 4 7 X > « # » f / 
4 1 0 X ç 6 2 ( » » » ) , / 1 0 X » » * « « . 1 2 X t » * » » 4 7 X » » * « ) 
I 1 = I K 
I 2 = I K + 7 
I F ( i 2 P G T 0 K t O ) Ï 2 = K L 0 
DO 150 U = I l t I 2 
I F ( F d v J , ] ) . L T . 0 , ) GO TO 130 
P H n = ( A T A M F ( I J t 3 ) / F ( I J « 2 > ) ï ~ C T 
P H I 2 = ( A T A M F ( I J « 5 Ï / F < I J » 4 ) ) Ï * C T 
A l = S O R T ( F ( ï J » 2 ï * * 2 + F ( U » 3 Ï ##2 i 
A2 = S O R T ( F ( I J « 4 ) » « 2 + F ( I J t 5 î » * 2 ) 
W R I T E ( 6 , 1 0 0 ) F ( I J t l î ç F ( I v i f 2 ) , F ( I J » 3 ) » A l » P H n » 
1F ( I J ç 4 î t F ( I J « 5 Ï 9 A 2 » P H I 2 
100 FORMAT ( 1 Q X 9 * * » I 1 2 X « » * « 9 4 7 X 9 « * « * / 1 0 X Ç < # » « 3 X » F 5 « 2 Ç 4 X * - < * » ¥ 6 X * 
l » R l = » » E 1 0 . 4 » 7 X t » U l = » * - E 1 0 . 4 » b X » i » e » / l Q X f « * « t l 2 X » o » t , 
2 6 X , « A l = » , F 1 0 . 4 * 7 X » « P H I l ~ e • E 1 0 , 4 ç 6 X » t / 1 0 X » » » « 5 1 2 X t 
3 * * t ç 6 X , ' R 2 = » ç E i n e A 9 7 X 9 B U 2 ~ c ? E 1 0 „ 4 ? 6 X » « * * 9 / 1 0 X s e * * 9 
4 1 2 X » • * * * 6 X Ï E A2= • , E 1 0 « 4 t 7 X , « P H I 2 = > . E l 0 . 4 » 6 X 9 ' • » < * / 1 0 Xç 
5 , * l » 1 2 X s » » » 9 4 7 X f » » » ) 
110 I F ( I J . E Q . I 2 i W R I T E ( 6 * 1 2 0 ) 
120 FORMAT ( ] 0 X 9 * w « 9 1 2 X ? » * « 947X9 * * * 9/10X962(* * • ) ) 
GO T 0 I S O 
130 F ( I J . Ï ) r - F U J * l ) 
W R I T E ( 6 , 1 4 0 ) F ( I J ? 1 ) • 
140 FORMAT ( 1 0X 0 *'* * 9 1 2 X 9 « * e * 4 7 X 9 * * « ? / 9 1 0 X » « * * * 3 X * F 5 c 2 9 4 X 9 
1 « * « Ï 6 X « I O 5 I S T E M A NA 0 PODF S E R R E S O L V I D O » 9 9 X ? S * " 5 / 
2 1 0 X 9 t * » , 12 .X« » 6 X , ' P A R A E S T A F R E G U E N C I A • * 2 1 X » 
3 * i V î » 3 t / » 10X 9 • * « 912X? « 947X « » ) ) 
GO TO 110 
150 C O N T I N U E 
160 C O N T I N U E 
S T O P 
END 
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PROGRAMA I I 
PROGRAM DOIS ( I N P U T , O U T P U T 9TAPfc~5=INPUT » T A P E 6 = 0 U T P U T ) 
DIMENSION A ( f U F Î t R ( ft ) 
DOUBLE P P F C I S I O N M ] 9 M2 9 K 1 9 K 2 * K 3 » A j R f Wl
 ç W2» W H » W22» F 1 » F 2 * R 1 1 • R 2 2 * 
* P 1 2 . R 2 1 . U 1 l , U 2 ? ç U ? N U 1 2 
C 
c 
N = fi 
P F A D ( 5 í l 0 i F l t F ? 
10 FORMAT( 2 F 1 0 . 4 ) 
R E A D ( 5 * 2 ) P H * U H » R 1 2 » U 1 2 
R F A D ( 5 9 ? ) R ? I * U 2 1 ? R 2 2 » U 2 2 
2 FORMAT( 4 D 2 0 . 1 5 ) 
R E A 0 ( 5 9 1 ) P 
1 FORMAT( D 1 0 . 8 ) 
W R T T F ( 6 , 1 0 0 1 
100 FORMAT( I H I 9 2 O H -DADOS DO PROGRAMA-
WR I T F ( f , , ) 0 4 ) F 1 9 R 1 1 * U11 9 R 1 2 0 U 1 2 
W R I T F Î 6 . 1 0 6 Ï F ? » R 2 1 9 U 2 1 9 R ? 2 t U 2 2 
104 FORMAT ( / / / 9 BXç ¿i-H F l = 9 
ü F 6 . 2 t 4 X , 4 H R l 1 = « F 2 0 . 159 4 X * 4 H U 1 1 = 9 F 2 0 „ 1 5 ? 4 X « AHR 1 2 = * F 2 0 * 15 9 
« 4 X Í 4 H U 1 2 = , F 2 0 o 1 ! 5 Ï 
106 F O H M A T Í / / / , 5 X * 4 H F 2 = * F 6 * 2 9 4X 9 4HR21 := 9 F20 H 5 9 4X 9 4HU21 = » F 20 . 1 S • 
* 4 X 9 4 H R ? 2 = . , F 2 0 . 1 5 * 4 X 9 4 H U 2 2 « F 2 0 . 1 5 Í 
W R l T F t f t í l O Í ) P 
Wl = F l * 2« # ACOS( -1 .0 ) 
W2 = F2 * 2« * ACOS( -1 ,0 ) 
105 F O R M A T ( / / / ] 0 X 9 2 H P = * F 1 0 . Ö 9 / / / ) 
DO 35 I = I 9 N 
00 36 J ~ 1 9 N 
36 A Í I 9 Ü Í = 0„0 
35 CONTINUE 
W11 = W1 « W1 
W22 = W? « W2 
A ( l 9 l ) = W H * R l l 
A ( 1 9 3 ) = W) «• ( - U 1 1 ) 
A ( 1 , 4 ) = ~ M * ( U 1 K - U 1 ? ) 
A (1 » 6 ) = R H 
A ( l ç 7 ï = R l l * R 1 2 
A Í ? 9 1 ) = W H « u n 
A ( 2 ç 3 ) = W l ^ P l l 
A (2 9 4 ) = W1 * ( R 1 1 + R I 2î 
A ( 2 * 6 ) = u n 
A ( 2 P 7 ) ~ U Î 1 + U 1 ? 
A (392 ï = W 1 1 * R ] 2 * 
A(3%4 1 = - f c l M U l l + U12î 
A ( 3 9 5)=W1 * ( - U 1 2 ) 
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A ( 3 ? 7 ) = R ] ? + R H 
A ( 3 ? 8 ) = P 1 ? 
A(4,?>=:W1]*U12 
A ( 4 9 5 ) = W ] * R ) ? 
A(4»7)=U]?+U11 
A (4 ,8 ) =111? 
A ( 5 * 1 ) = W ; ? ? * R 2 1 
A ( 5 , 3 ) = <~U?i) 
A ( 5 9 4 1 = - W ^ * ( U 2 2 « U £ I 1 
A (5» 6) = R2 J. 
A ( 5 9 7 ) = R 2 j + P 2 2 
A ( 6 » J ) = W 2 ? n J 2 1 
A(6*3)=W?»R21 
A ( 6 * 4 ) = W ? « ( R 2 1 * R 2 ? ) 
A ( 6 , 6 ) = U ? 1 
A ( 6 * 7 ) = U ? 1 * U ? 2 
A ( 7 * 2 ) = W ? 2 » R 2 2 
A ( 7 ,4 )= -W?«(U21 + U22) 
A ( 7 , 5 ) = W ? f t ( - U 2 2 ) 
A ( 7 , 7 ) = R ? ? + R 2 1 
A ( 7 , 8 ) = P ? ? 
A ( 8 , 2 ) = W ? ? * U 2 2 
A ( 8 , 4 ) = W 2 * ( R 2 2 + R 2 1 ) 
A ( f t , 5 )=W2*P2? 
A < B f 7 ) = U ? ? 4 U ? 1 
A ( 8 ,8 )= U?2 
PO 37 1 = 1 , N 
37 H U ) = 0 . n 
B ( l ) = P 
H(3) = P 
B(5> = P 
B(7) = P 
WRITE (6«3> 
3 FORMAT ( 3 3 H SOLUCAO OAS FGUACOES 5IMUL, T ANE AS / / ) 
WRITE (6 *4 ) 
4 FORMAT ( / / 1 1 H »MATRIZ A - / ) 
DO 5 1 = ] , N 
5 WRITE ( f t ,A ) (A U » J ) «Js=l ,N ) 
6 FORMAT ( / / 1 P R D 1 6 . 7 ) 
W R I T E ( 6 , 8 ) 
7 FORMAT < 4 X , ? H B U I 2 , 2 H > = : , l P D l 6 , 7 / > 
8 FORMAT ( / / 1 1 H - M A T R I Z B - / ) 
DO 91=1 ,N 
9 WRITE ( 6 , 9 9 ) B ( I ) 
99 FORMAT ( ? X • ] P D I f l , 7 • / ) 
CALL G F L G ( R , A , 8 • 1 , 1 • D - 3 2 e TER) 
I F ( I F R . E ü . - l ) GO TO 32 
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W R I T F ( 6 9 ? 9 ) I F R 
29 F O R M A T ( / / « ? X * 4 ? M - P A R A - VER SE HOUVE PERDA DE S I G N I F I C A N C E - , / , / 
«• 3 X , 4 H 1 E R ~ , 1 3 ) 
WRITE ( 6 , 3 0 ) 
30 F O R M A K / / / H H - S O L U C O E S - / / ) 
DO 31 1 = 1,N 
31 WRITF ( 6 , 7 ) I » R < I > 
Ml=-B(l) 
M 2 = - B ( ? ) 
Cl= B ( 3 ) 
C 2 = B ( 4 ) 
C 3 = R ( 5 ) 
K 1 = R ( 6 ) 
K 2 = B ( 7 ) 
K3 = R (8 ) 
W P I T E < 6 , 1 0 1 ) M 1 , C 1 , K 1 
W R I T F < 6 * 1 0 2 ) M ? , r ? v K ^ 
W R I T E ( 6 * 1 0 3 ) C 3 * K 3 
101 FORMAT <////l O X , 3 H ^ = » F 1 0 . 4 » 4 X , 3 H C 1 = ,F 10
 B 4 ? 4 X , 3 H K 1 = , F 1 4 . 4 ) 
10? F O R M A T ( / ] P X , 3 H M 2 = , F l 0 » 4 » A X , 3 H C a = » F 1 0 , 4 » 4 X » 3 H K 2 = » F ) 4 . 4 ) 
103 F O R M A T ( / ? 7 X t 3 H C 3 = * F 1 0 . 4 « 4 X » 3 H K 3 = » F 1 4 . 4 > 
GO TO 34 
3? W R I T E ( 6 » 3 3 ) ( ( A ( I ? J ) o J = l e N ) ,I~lvN) 
33 F O R M A T ( / / / 3 7 H AS E Q U A C O E S MAO PODEM SER R E S O L V I D A S » / / / / 
r f39H - M A T R I Z F I N A L « U E NAO O F E R E C E S O L U C A O - / , ( / / 1 P B D 1 6 . 7 ) ) 
34 STOP 
END 
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APÊNDICE II 
Os sensores de deslocamento usados neste trabalho per 
tencem ao Laboratório do Departamento de Engenharia Mecânica da 
COPPE/UFRJ. 
A base do seu funcionamento esta esquematizada na Fig. 
A.II.l. Uma fonte de luz constante (D ) está direcionada para 
um diodo foto-sensível Í D2^" U m a l o n t e de corrente contínua 
(10 V) alimenta o circuito. Uma chapa fina (CP) opaca, que de 
ve ser fixada ao sistema cujo deslocamento queremos medir, in 
tercepta essa luz alterando a resistência desse diodo (D2) e 
causando assim, uma mudança na diferença de potencial nas extre 
midades do resistor R2. Tendo a calibração do' sensor, podemos 
saber/ através da variação da diferença de potencial da saída, 
o deslocamento sofrido pelo sistema que estamos medindo - Maio 
res detalhes de seu funcionamento e construção encontram-se num 
relatório do Programa de Engenharia Mecânica da COPPE/UFRJ, de 
março de 1978, chamado "Transdutor Foto-Elêtrico para Desloca 
mento", realizado por Sérgio E^ cel Gonçalves. 
A.II.l. Resultado da Calibração dos Sensores Modelo I e Modelo 
III 
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O sensor de deslocamento.Modelo I apresenta a curva de 
calibração mostrada na Fig. A.II.2. Suas características são 
as seguintes: 
- Faixa de resposta linear: 100 pm 
- Sensibilidade na faixa lmcar: 0,066 V/um 
- Desvio padrão da calibração: 1,16 ym 
Supondo os dados com uma distribuição de Gauss, a 
i 
:medida fornecida por este sensor tem a probabilidade de 95% de 
ter um erro máximo de ± 2,32 um (2o) Q 3 4 ^ ] . 
0 sensor de deslocamento Modelo III apresenta a curva 
de calibração mostrada na Fig. A.II.3. Suas características são 
as seguintes: 
- Faixa de resposta linear: 44 um 
- Sensibilidade na faixa linear: 0,1056 V/um 
- Desvio padrão da calibração: 0,61 \\m=o 
Supondo que os dados tenham uma distribuição de Gauss, 
a medida fornecida pelo sensor tem a probabilidade de 99,7% de 
ter um erro máximo de ± 1,84 um (3o) C 3 " Zl * 
Precisamos fazer novamente a calibração desse sensor 
depois que colocamos uma blindagem nele para que diminuisse o 
ruido. Na Tab. A.II.l mostramos os dados obtidos para a sua ca 
libração. 
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T a b . A . I I . l 
V o l t a g e m ( V o l t s ) D e s l o c a m e n t o (ym) 
( q o ) ( q ± ) 
0 ,19 0 
0 ,23 10 
0 ,88 20 
1,70 27 
2 ,27 33 
2 ,89 37 
3,49 44 
4 ,03 49 
4 ,29 52 
4 ,58 54 
4 ,97 59 
5,22 62 
5,64 68 •+ 67 
5 ,88 70 
6,13 75 
6 ,52 82 
6,70 85 
6 ,88 88 
7,09 92 
7,34 99 
7 ,48 102 
7,65 108 
7 ,81 114 
8,08 125 
8,19 133 
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Tab. A.II.1 (continuação) 
Voltagem (Volts) Deslocamento (um) 
(g0) Cq±> 
8,33 143 
8,42 152 
8,50 163 
8,56 174 
8,60. 184 
8,65 195 
8,74 224 
8,79 244 
8,83 264 
8,86 285 
8,90 334 
8,93 355 
8,95 380 
8,98 405 
9,00 420 
2 2 5 
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APÊNDICE III 
Neste Apêndice III, apresentamos quatro tabelas, obti 
das da exponencial (envoltõria) ajustada âs medidas tiradas das 
FOTOS £79 1, N9 2, N9 3 e N? 4, usadas para o calculo das cons 
tantes de amortecimento {Cir C 2 e C 3 ) . 
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Tab. A.III.l - FOTO NÇ 1 
N9 
do 
Pt 
ABSCISSA (X) 
AMPLITUDE (A) 
(MEDIDA) 
(mm) 
AMPLITUDE (A) 
(AJUSTADA) 
(mm) 
ERRO_ 
f\& - A 
1 0 25,87 25,96 0,35 
2 4,01 23,88 23,95 0,29 
3 8,02 22,08 22,10 0,09 
-»- 4 12,03 20,36 20,38 0,10 
5 16,04 18,82 18,81 0,05 
6 20,05 17,37 17,55 0,12 
7 24,06 16,06 16,01 0,31 
8 28,07 14,81 14,77 0,27 
9 32,08 13,68 13,62 0,44 
10 36,09 12,60 12,57 0,24 
11 40,10 11,62 11,59 0,26 
12 44,11 10,70 10,70 0,00 
13 48,12 9,86 9,87 0,10 
14 52,13 9,07 9,10 0,33 
15 56,14 8,36 8,40 0,48 
AMPLITUDE (A) - amplitude obtida pela foto através do microscó 
(MEDIDA) piO; 
AMPLITUDE (A) - amplitude obtida pela curva exponencial mais bem 
(PROGRAMADA) ajustada pelo programa de computador da HP-97 
aos pontos da foto lidos no microscopio. 
Os pontos marcados com as setas foram os escolhidos 
para os cálculos da constante, de amortecimento. 
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T a b . A . I I I . 2 - FOTO N9 2 
N9 AMPLITUDE (Ã) AMPLITUDE (A) EPvRO_% 
do A B S C I S S A (X) (MEDIDA) (AJUSTADA) ( A " A 
P t (mm) (mm) ^ A 
1 0 15 ,06 14 ,97 0 ,60 
2 4 ,01 14 ,10 14 ,05 0 ,36 
3 8,02 13 ,18 13 ,19 0 , 0 8 
4 12 ,03 12 , 40 1 2 , 3 8 0 ,16 
5 16 ,04 11 ,63 11 ,62 0 ,09 
6 20 ,05 1 0 , 8 8 10 ,91 0 ,27 
7 24 ,06 1 0 , 2 1 10 ,24 0 ,29 
8 2 8 , 0 7 9 ,56 9 , 6 1 0 , 5 2 
9 32 ,0 8 8,94 9 ,02 0 ,89 
10 36 ,09 8 ,45 8,46 0 ,12 
11 40 ,10 7 ,92 7 ,95 0 ,38 
12 44 ,11 7 ,45 7 ,46 0 ,13 
13 48 ,12 7 ,00 7 ,00 0 ,00 
-> 14 52 ,13 6 ,60 6 ,57 0 ,46 
15 56 ,14 6 ,22 6 ,17 0 , 8 1 
231 
Tab. A.III.3 - FOTO N9 3 
N9 AMPLITUDE (A) AMPLITUDE (A) ERRO__% 
do ABSCISSA (X) (MEDIDA) (AJUSTADA) ~ A f 
Pt (mm) (mm) A 
1 0 , 0 1 9 , 8 7 1 9 , 9 8 0 , 5 5 
2 4 , 0 1 1 8 , 2 0 1 8 , 2 7 0 , 3 8 
3 8 , 0 2 1 6 , 6 6 1 6 , 7 1 0 , 3 0 
•> 4 1 2 , 0 3 1 5 , 2 8 1 5 , 2 8 0 , 0 0 
5 1 6 , 0 4 1 3 , 9 8 1 3 , 9 7 0 , 0 7 
6 2 0 , 0 5 1 2 , 8 2 1 2 , 7 7 0 , 3 9 
7 2 4 , 0 6 1 1 , 7 5 1 1 , 6 8 0 , 6 0 
. 8 2 8 , 0 7 1 0 , 7 5 1 0 , 6 8 0 , 6 6 
9 3 2 , 0 8 9 , 7 6 9 , 7 6 0 , 0 0 
10 3 6 , 0 9 8 , 9 6 8 , 9 3 0 , 3 4 
11 4 0 , 1 0 8 , 1 8 8 , 1 6 0 , 2 5 
12 4 4 , 1 1 7 , 4 9 7 , 4 7 0 , 2 7 
13 4 8 , 1 2 6 , 8 0 6 , 8 3 0 , 4 4 
14 5 2 , 1 3 6 , 2 1 6 , 2 4 0 , 4 8 
15 5 6 , 1 4 5 , 6 8 5 , 7 1 0 , 5 3 
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Tab. A.III.4 - FOTO N9 4 
N? AMPLITUDE (Ã) AMPLITUDE (A) ERRO 
do ABSCISSA (X) (MEDIDA) (AJUSTADA) A - A 
Pt (mm) (mm) A 
1 0,0 16,83 16,81 0,12 
2 4,01 15,92 15,91 0,06 
3 8,02 15,03 15,05 0,13 
-> 4 12,03 14,25 14,24 0,07 
5 16,04 13,51 13,48 0,22 
6 20,05 12,79 12,75 0,31 
7 24,06 . 12,08 12,07 0,08 
8 28,07 11,41 11,42 0,09 
9 32,08 10,80 10,81 0,09 
10 36,09 10,21 10,23 0,20 
11 40,10 9,62 9,68 0,62 
12 44,11 9,12 9,16 0,44 
13 48,12 . 8,62 8,66 0,46 
-* 14 52,13 8,15 8,20 0,60 
15 56,14 7,89 7,76 1,68 
2 3 3 
APÊNDICE IV 
Neste Apêndice, colocamos as medidas obtidas da cali 
bração da força de excitação, do Capítulo V, nas Tabs. A.IV.l, 
A.IV.2 e A . I V . 3 . 
Tab. A.IV.l 
distância inicial (d.) = 5 , 0 mm 
CORRENTE 
(mA) 
PESO (g) = AMPLITUDE DA FORÇA MAGNÉTICA (P) 
l ã série 0 a ~ . 2 - serxe 
0 a - . 3 - serxe 
10 0 , 6 o , 6 o , 6 
2 0 1 , 4 1 , 4 1 , 4 
30 2 , 1 2 , 1 2 , 0 
40 3 , 1 3 , 1 3 , 0 
50 3 , 8 3 , 9 3 , 8 
60 A , 8 4 , r. 4 , 8 
70 5 ,1 5 , 5 5 , 6 
80 6 , 6 6 , 6 6 , 5 
90 7 , 7 7 , 5 7 , 7 
1 0 0 8 , 5 8 , 6 8 , 6 
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PESO Cg} = AMPLITUDE DA FORÇA MAGNÉTICA (P) 
CÓBRENTE 
(roA) 1- série 2- série 3- série 
10 0,6 0,6 0,6 
20 1,3 1,4 1,3 
30 2,1- 2,1 2,0 
40 2,9 3,0 2,9 
50 3,8 3,9 3,8 
60 4,7 4,8 4,7 
70 5,4 5,6 5,5 
80 6,3 6,5 6,4 
90 7,5 7,6 7,5 
100 8,3 8,4 8,3 
Tab. A.IV.2 
distancia iniciai (d.) = 5,6 mm 
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distancia inicial (d.) = 6,0 mm 
PESO (g) = AMPLITUDE DA FORÇA MAGNÉTICA (P) 
CORRENTE ~ 
(mA) 1- serie 2- série 3- série 
10 0,7 0,6 0,6 
20 1,4 1,5 1,3 
30 2,1 2,2 1,8 
40 2,8 3,4 2,6 
50 3,8 4,2 3,8 
60 4,7 5,1 4,7 
70 5,4 6,0 5,3 
80 6,3 7,0 5,8 
90 7,5 8,3 6,7 
100 8,3 9,2 8,2 
Tab. A.IV.3. 
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APÊNDICE V 
Neste Apêndice apresentamos os valores das partes re 
ais (R) e imaginárias (U) da amplitude complexa (X) do desloca 
mento, com os respectivos valores obtidos nos cálculos interme 
diãrios, tirados das fotos mostradas no item 5 do Capítulo VI. 
A nomenclatura usada nesse apêndice foi mantida igual â desse 
capítulo. 
MASSA 1 
- Sensor de deslocamento Modelo I - (NÃO BLINDADO) 
-Sensibilidade na faixa linear: 0,066 Volt/um 
- Ja temos os valores para a primeira freqüência de ex 
citação Fj = 11,38 Hz 
R j a = - 0,000004147 m 
U 2 1 - + 0,000000145 m 
>. • y. 
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X ? T = 0,0C0006?4 m 
4 - Ângulo da f a se (<j)) 
P i c o da onda f o r ç a : 
Yj - 45,50 mm => x } - 30,03 rcm 
=> x = 27,26 
x 2 = 24,48 mrn 
Y 2 - 42,50 ira» => x 3 = 31,40 mm 
X . = 23,37 mm 
Y 3 = 39,50 moi => x g = 32,70 mm 
KC = 22,09 mm 
o 
=> x = 27,39 mm 
2 
==> x = 27,40 mm 
Xp = 27,35 itm 
Erro máximo: = ± 0,11 mm 
P i c o da onda de deslocamento: 
X - 18,25 mn (pelo microscopio) => u ~ 6,74 pm 
1 divisão osciloscópio = 8,2 irari 
2 3 9 
=> x1 = 2 7 , 6 2 mm 
x ¿ = 2 5 , 4 1 mm 
Y 2 = 2 9 , 2 5 xim = > x 3 = 3 0 , 6 0 mn 
x . = 2 4 , 5 7 mm 
Y - 2 3 , 2 5 mm ==> x = 3 1 , 3 3 mm 
3 5 
x g = 2 3 , 7 5 mm 
=> x 2 - 2 7 , 5 9 itm 
=> x . = 2 7 , 5 4 mm 
5 ^ = 2 7 , 5 8 mm 
Erro mãxiiíD: = 0 , 0 6 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c ó p i o 
1 - X = 1 8 , 3 3 mm; X
^
 = 4 , 3 5 mm = > X c l - 1 3 , 9 8 mm 
2 - X. = 3 2 , 3 7 mm; X , = 1 8 , 3 3 mm = > X = " 1 4 , 0 4 mm 
3 - Xj = 4 ^ , 5 0 mm; X 2 - 32 ,37 mm = > X C 3 = 1 4 , 1 3 mm 
X c = 1 4 , 0 5 mm 
= 5 , 8 9 ° ; cf) = + 1 7 4 , 1 1 ° 
Yj = 3 5 , 2 5 mm °=> x } = 2 9 , 8 3 mm 
"'. •...../.{Fato: 0,005 V/di^f) s -•• '=. . - . / . / i ; - ' 
X ----- <Jt'SYJ ?\:\ • - '• ;-"-:f r t i . - îv-- 'i -.•.•-•^'.o 0 i :.\-.K-.: 
•••••'.1 <•.•;:-'. : ;;>"'-lô' ! . • '--'^  •;./';<-•/ 
.,- I,!/] 
3 - Mr.;--: l 1.u::o d o c k - l o o a ; . x > r U : < > Í X j ( T o í . o : 0 f / V A " - . : v i . 
3 0 , 4 0 - 2 , 5 8 
2 
3 0 , 3 4 - 2 , 6 8 
2 
3 0 , 2 6 - 2 , 6 0 
2 
2 4 1 
1 - M e d i d a : X } = ~ > X j = 1 3 , 9 1 
2 - Mádida: X 2 = => X 2 = 1 3 , 8 3 mm 
3 - t fed ida : X 3 = X j = 1 3 , 8 3 mm 
X = 1 3 , 8 6 mm ( p e l o m i c r o s c ó p i o ) => u = 5 , 2 5 pm 
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o -= 8 , 0 mm 
X 3 j = 0 , 0 0 0 0 0 5 6 2 m 
4 - Â n g u l o d e f a s e (cf>) 
P i c o d a o n d a f o r ç a : 
Y = 4 2 , 0 0 mm; X , = 5 3 , 1 2 mm 
=o X1 = 4 8 , 6 0 mm 
X 2 = 4 4 , 0 8 mm 
Y = 4 1 , 0 0 mm; X , = 5 2 , 7 2 mm 
X^ = 4 4 , 5 2 mm 
Y - 4 0 , 0 0 mm; X g = 5 2 , 3 7 mm 
X - 4 4 , 8 5 mm 
6 
*> X 2 = 4 8 , 6 2 mm 
o X 3 = 4 8 , 6 1 
2 4 2 
E r r o máximo: = ± 0 , 0 3 mm 
P i c o d a o n d a d e s l o c a m e n t o : 
Y j = 2 1 , 2 0 mm X 3 = 5 1 , 2 3 mm 
X = 4 5 , 9 4 mm 
2 ' 
Y 2 = 1 8 , 2 0 mm X 3 ^ 5 1 ' 7 2 x m 
X 
2 
X = 4 5 , 5 0 mm 
Y = 1 5 , 2 0 mm X = 5 2 , 1 7 mm 
3 ' 5 
X = 4 5 , 0 0 mm 
6 
=> X 
3 
= 4 8 , 6 0 mm 
E r r o máximo: ~ ± 0 , 0 0 3 mm 
V a l o r d o c i c l o p a r a o microscoiJio, 
i - X = 5 1 , 4 8 mm; X = 3 8 , 0 3 mm => X 
1 1 ' 2 C l 
2 « X1 = 3 8 , 0 0 mm; X 2 = 2 4 , 6 6 mm => X C 2 
3 - X 1 - 2 4 , 6 6 mm; X 2 - 1 1 , 3 6 ma X c 3 
5p - 4 8 , 6 1 mm 
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3 - A m p l i t u d e , d o d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o : 0 , 2 V / d i v ) 
1- Madida: X j = ™ ==> X1 = 12,60 mm 
31,05 - 5,85 
2 
31,32 - 5,72 
2 
30,90 - 5,50 
2 - MBdida; X = : X 12,80 mm 
2 2 
3 - Msdida: X 3 = => X 3 = 12,70 mm 
X = 12,70 mm (pe lo microscopio) => u = 4 ,8 ] Lim 
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o = 8,0 mm 
- 0,00000481 m 
4 - Â n g u l o d e f a s e (cj>) 
P i c o d a o n d a - f o r ç a . * 
Y = 41,00 mm; X J = 52,36 mm 
X = 44,00 mm 
2 
Y 2 = 40,00 mm; X g - 51,98 mm 
X 4 = 44,30 mm 
Y = 39,00 mm; X ^ = 51,64 mm 
X = 44,64 mm 
6 
=> X1 = 48,18 mm 
=> X 2 = 48,14 mm 
=> X 3 = 48,14 mm 
Xp, = 48,15 mm 
Erro máximo: c - ± 0,05 mm 
P i c o de o n d a - d e s l o c a m e n t o 
Y 1 = 25,00 mm X ~ 50,16 mm 
=•-> X 1 = 48,06 mm 
X = 45,96 mm 
2 ' 
Y 2 = 20,00 mm X 3 = 51,08 mm 
X, - 45,02 mm 
Y, - 10,00 mm X c = 52,92 mm 
X = 43,26 mm 
6 
=> X 2 = 48,05 mm 
=> X, - 48,09 mm 
- 48,07 mm 
Erro máximo: e D = ± 0,04 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X = 50,00 mm; X = 36,75 mm => X = 13,25 mm 
1 2 C i 
2 - X i = 36,75 mm; X^ = 23,45 mm X = 13,30 mm 
3 - X, = 23,45 rara; X - 10,25 mm => X - 13,20 mm 
2 C 3 
. - " ; v J s Q w O * . M » U U ~> V / CLifv f 
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33,87 - 7,27 
2 
33,77 - 7,27 
2 
33,90 - 7,26 
2 
, a
 " * " => X 2 - 1 3 , 2 5 mm 
, a
= > X, = 13,32 mm 
X - 13,29 mm (pelo microscópio) =•> u = 25,30 ym 
1 divisão do osci loscópio = 7,96 mm 
X 5 1 0,0001012 mm 
4 - Â n g u l o de f a s e (.<£) 
P i c o da o n d a - f o r ç a : 
Y = 40,75 mm X = 27,78 mm 
=> X = 25,43 mm 
X = 23,07 mm 
2 ' 
Y = 40,05 mm X 27,20 mm 
2 3 ' 
X — 23,65 irm 
Y 3 = 39,35 mm X 5 = 26,60 mm 
X - 24,20 mm 
6 ' 
X = 25,43 mm 
2 
=> X, = 25,40 mm 
3 - A m p l i t u d e de d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o : 1 , 0 V / d i v ) 
==> XJL = 1 3 , 3 0 mm 
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Erro máximo: e - ± 0,04 mm 
P i c o da onda-des locamente-
Y = 28,50 mm x x = 26,62 mm 
=> Xj = 25,58 mm 
X 2 = 24,54 mm 
Y = 25,50 mm X - 26,90 mm 
2 3 
X 4 = 24,26 mm 
Y 3 - 22,50 mm X 5 = 27,14 mm 
=> X 2 - 25 ,28 mm 
=> X 3 = 25,28 mm 
X, - 24,02 mm 
X^ = 25,58 mm 
Erro mãximo: e D = ± 0,02 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c ó p i o 
1 - X, = 27,14 mm; X, = 20,19 mm - > X - 6,95 mm 
i ¿ C l 
2 - X = 31,00 mm; X o - 24,02 mm => = 6,98 mm 
3 - X = 37,99 mm; X 2 = 31,00 mm X c 3 - 6,99 mm 
Xp, - 25,42 mm 
. . - ' -{Fptûi 0,005 Y/a i |v ) * • • ? 
* 1,25 Ä Fator efe i |KÍtÍ^icc^ÍQ da etïpMtoâei 
2 5 0 
4 6 , 8 0 - 4 , 7 6 
2 - Medida: X 2 - • • => X 2 = 2 1 , 0 2 m 
2 
4 6 , 8 2 - 4 , 8 4 
3 - K e d i d a : X 3 = • => X 3 = 2 0 , 9 9 mm 
X = 2 1 , 0 0 mm {pelo microscopio) => u = 39 ,77 ym 
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o = 8 ,0 mm 
X - 0 ,00031818 m 
6 1 
4 - Â n g u l o de f a s e ( i j> ) 
P i c o da o n d a - f o r ç a : 
Yj = 5 0 , 5 0 mm X j = 3 3 , 5 0 mm 
X ? = 2 8 , 9 7 mm 
Y = 5 0 , 3 0 mm X = 3 3 , 0 5 mm 
2 ' 3 ' 
X' = 2 9 , 3 7 mm 
Y = 5 0 , 1 0 mm X r - 3 2 , 6 5 mm 
3 J 
X = 2 9 , S 5 mm 
6 
X 2 - 3 1 , 2 4 itm 
- > X = 3 1 , 2 1 rnm 
2 
=> X 3 = 3 1 , 2 5 rnm 
3 - A m p l i t u d e do d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o : 1 , 0 V / d i v ) 
46 ,76 - 4 ,76 
1- Madida: X. — =•> X1 = 2 1 , 0 0 mm 
2 5 1 
= 3 1 , 2 3 mm 
E r r o máximo: - ± 0 , 0 4 mm 
h 
P i c o d a o n d a . — 3 e s l o c a r a e n t o : 
Y = 3 1 , 0 0 mm X j = 3 3 , 0 8 mm 
X 2 = 3 0 , 1 4 mm 
y = 2 1 , 0 0 mm X - 3 3 , 5 8 mm 
2 3 
X - 2 9 , 5 9 mm 
Y 3 = 1 1 , 0 0 J i m X 5 = 3 4 , 1 2 mm 
•=> 
X 6 = 2 8 , 9 2 mm 
X ^ ~ 3 1 , 5 7 mm 
E r r o máximo: ~ ± 0 , 0 7 mm 
V a l o r d o c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X ~ 3 2 , 9 4 mm; X 2 •= 2 5 , 9 4 mm => 
2 - X j - 3 7 , 4 0 mm; X 2 = 3 0 , 3 2 mm => 
3 - X = 4 0 , 0 1 itm; X 2 = 3 2 , 9 4 mm => 

4 5 , 9 4 - 3 , 9 3 
2 
4 6 , 0 1 - 3 ,97 
2 
46 ,10 - 4 , 0 2 
2 
2 5 3 
3 - A m p l i t u d e do d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o : 1 , 0 V / d i v ) 
1- ffedidai X = • => Xj = 2 1 , 0 1 mm 
2 - ^fedida: X 2 = X 2 = 2 1 , 0 2 mm 
3 - Msdida: X 3 => X 3 = 2 1 , 0 4 mm 
X = 21 ,02 ram (pelo microscopio) => u = 3 9 , 8 6 jjm 
1 d iv i são do o s c i l o s c ó p i o = 7 ,99 mm 
X 7 1 - 0 ,00007972 m 
4 - Â n g u l o de f a s e ( $ ) 
P i c o da o n d a - f o r ç a : 
Y = 46 ,40 mm X x = 3 8 , 9 0 mm 
=> Xi = 3 5 , 5 0 mm 
X = 3 2 , 1 0 mm 
2 ' 
Y = 44 ,40 mm X 4 0 , 7 3 ram 
2 3 • 
X = 3 0 , 2 7 mm 
Y 3 - 4 3 , 4 0 mm x 5 = 4 1 , 6 7 mm 
X = 2 9 , 1 4 mm 
6 
=> X 2 - 3 5 , 5 0 ram 
=-> X = 3 5 , 4 1 mm 
3 ' 
= 3 5 , 4 7 rail 
E r r o máximo: e _ = ± 0 , 0 8 mm i 1 
Pico da onda-deslocamento 
Yï = 3 4 , 0 0 mm Xï = 3 8 , 4 6 mm 
=> X1 = 3 5 , 3 5 mm 
^ 2 = 3 2 , 2 3 mm 
Y . = 2 6 , 0 0 mm X 5 = 3 9 , 5 1 mm 
= > X ? = 3 5 , 3 3 mm 
= 3 1 , 1 5 iran 
Y 3 = 1 8 , 0 0 mm X 5 - 4 0 , 5 6 mm 
X c = 3 0 , 0 8 mm 
=> X 3 = 3 5 , 3 3 mm 
X ^ = 3 5 , 3 3 mm 
E r r o máximo: e = ± 0 , 0 4 mm 
V a l o r d o c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X - 3 8 , 8 6 mm; X = 2 1 , 4 6 mm *==> X - 1 7 , 4 0 mm 
1 ' ' 2 ' C l 
2 - X j = 4 9 , 3 1 mm; X 2 = 3 1 , 8 1 mm =*> XQz = 1 7 , 5 0 mm 
3 - X , = 3 1 , 8 1 m m ; X_ = 1 4 , 3 8 mm = > X = 1 7 , 4 3 mm 
1 ^ C 3 
'..5 - Par te r e a l ÍR) e pjartè i & a g i s f c i í 
0,00007962 a 
0,00000402 m 
- 1,1-13 
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50,93 - 1,13 
2 - Medida: X¿ = — => X 2 - 24,90 mm 
50,98 - 1,10 
3 - Lfedida: X = = > X = 24,94 mm 
2 
X = 24,93 mm ( p e l o m i c r o s c ó p i o ) => u = 47,16 ysxi 
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o ~ 8,01 mm 
X - 0,00005390 .mm 
81 
4 - Â n g u l o da f a s e ( $ ) 
P i c o da o n d a - f o r ç a : 
Y = 51,00 mm X i = 3 7 > 3 1 ™x . 
= > X = 33,87 mm 
X = 30,42 mm 
2 
Y = 50,00 mm X = 37,85 mm 
2 ' - 3 ' 
= o X = 33,84 Km 
2 
X "= 29,83 mm 
Y = 49,00 mm X s = 38,38 mm 
= > X 3 - 33,85 mm 
X c = 29,31 mm 
b 
3 - A m p l i t u d e d o d e s l o c a m e n t o ( X ) ( F o t o ; 1 ,0 V / d i v ) 
50,91 - ' 1 , 0 4 
1- Mádida: = • ==> X i = 24,94 i m 
= 3 3 , 8 5 mm 
Er ro máximo: c^, = ± 0 , 0 4 mm 
P i c o da o n d a - d e s l o c a m e n t o 
Yj - 4 1 , 0 0 mm X1 = 3 6 , 2 9 mm 
«-> Xj = 3 3 , 7 5 mm 
X 2 = 3 1 , 2 1 mm 
Y 2 = 2 8 , 0 0 mm x 3 = 3 7 ' 8 1 ^ 
X, - 2 9 , 6 9 mm 
Y - 1 5 , 0 0 mm X 5 = 3 9 , 1 7 mm 
X = 2 8 , 1 8 mm 
6 
= > X 2 - 3 3 , 7 5 mm 
=> X - 3 3 , 6 8 mm 
3 
X^ = 3 3 , 7 3 mm 
Er ro máximo: e D = ± 0 , 0 7 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c ó p i o 
1 - X = 3 6 , 8 5 mm; X = 1 9 , 4 8 mm = > X = 1 7 , 3 7 mn 
1 * 1 2 ' C l 
2 - X, = 4 8 , 1 1 mm; X o = 3 0 , 6 4 mm = > X = 1 7 , 4 7 ram 
3 _ Y = 3 0 , 6 4 mm; X 2 = 1 3 , 3 1 mm X ' = 1 7 , 3 3 mm 
2 5 8 
X = 1 7 , 3 9 mm" 
$ = 2 , 4 8 ° ; < [ ) = - 1 7 7 , 5 2 ° 
5 - P a r t e r e a l (R) e p a r t e i m a g i n á r i a (U) 
R 8 1 ~ - 0 ,00005385 m 
U c l = - 0 ,00000233 m 
MASSA 2 
- S e n s o r de d e s l o c a m e n t o M o d e l o I I I (BLINDADO) 
- S e n s i b i l i d a d e n a f a i x a l i n e a r : 0 , 1 0 5 6 V o l t / p m 
- J ã t e m o s o s v a l o r e s p a r a a p r i m e i r a f r e q ü ê n c i a de e x 
c i t a ç ã o F} = 1 1 , 3 8 H z : 
R 1 2 = + 0 , 0 0 0 1 1 2 1 m 
U = - 0 ,00001595 m 
3 - A m p l i t u d e do d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o 0 , 5 V / d i v ) : 
1 2 
1- Medida: X, = 
4 4 , 6 0 - 6 , 4 0 
= > X 1 = 1 9 , 1 0 mm 
2 
2 - M-dida: X 2 = 
4 4 , 7 0 - 6 , 0 6 
X 2 = 1 9 , 3 2 mm 
2 
X = 19,24 mm (pelo microscópio) => u 
1 divisão do osciloscópio = 7,98 mm 
X 3 2 - 0,00004568 mm 
4 - Ângulo de fase (t|>) 
Pico da onda-força: 
Y 1 = 48,20 mm X = 40,75 mm 
X - 36,05 mm 
2 
Y, - 47,20 mm X, = 42,06 mm 
X = 34,64 mm 
Y 3 = 43,20 mm x 5 = 4 3 > 8 4 
X = 33,24 mm 
6 
Xp = 38,43 mm 
Erro provável: e = ± 0,13 mm 
11,42 ym 
:> X 38,40 mm 
i 
> X = 3 8 , 3 5 rim 
=> X 3 = 3 8 , 5 4 mm 

X = 13,46 rara (pelo microscopio) => u = 15,54 pm 
1 divisao do osciloscopio - 8,2 mm 
X =- 0,00012435 mm 
22 ' 
4 - Ángulo de fase ((j>) 
Pico da onda-forga; 
Yj = 41,60 rara X i = 4 0 ' 2 6 ^ 
=> Xj = 38,66 mm 
X 2 = 37,06 ram 
Y„ = 41,30 ram X^ - 41,04 mm 
X = 36,44 ram 
Y, = 41,45 mm X, = 40,53 ram 
X 6 = 36,67 ram 
=> X 9 = 38,74 mm 
=> X = 38,60 mm 
3 ' 
Xp = 38,67 mm 
Erro provável: = ± 0,09 ram 
Pico da onda-deslocamente 
Y1 = 28,75 mm X x = 41,14 mm 
X 2 = 36,42 mm 
=> X1 = 38,78 mm 
> X , = 38,81 
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X = 36,98 mm 
Y 3 - 16,75 mm X 5 - 40,12 mm 
X 3 = 38,80 
X 6 = 37,48 mm 
= 38,80 mm 
Erro p r o v a v e l : - ± 0,04 mm 
V a l o r d o c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X = 35,58 mm; X = 28,57 mm => X = 7,01mm 
1 2 ' C l 
2 - X1 = 42,63 mm; X 2 = 35,58 mm => X = 7,05 mm 
3 - X , = 21,58 mm; X , - 14,61mm => X - 6,97 mm 
1 ¿
 C 3 ' 
X = 7,01 1TBT1 
c 
<j) - 6 ,68° .* <J> = - 6 , 6 8 ° 
5 - P a r t e r e a l (R) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
1*22 = + 0,00012351 m 
U 2 2 = - 0,00001446 m 
Y 2 = 22,75 mm X 3 = 40,64 mm 
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Y = 1 7 , 0 0 mm X c = 4 2 , 5 5 mm 
3 5 
X 6 - 3 3 , 9 8 mm 
= > X . = 3 8 , 2 7 
= 38 ,27 mm 
Erro provável : = ± 0 , 0 3 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X, = 3 6 , 5 9 mm; X 0 = 2 3 , 3 2 mm =K> X = 1 3 , 2 7 mm 
1 ' ' 2 C l 
2 - X = 2 0 , 6 6 mm; X = 7 , 4 5 mm = > X = 1 3 , 2 1 mu 
1 ' 2 ' C 2 
3 - X1 = 3 3 , 9 4 mm; X 2 = 2 0 , 6 8 mm = > X = 1 3 , 2 6 rrm 
X = 1 3 , 2 5 mm 
c 
$ = 4 , 3 5 ° ; <j> = 1 7 5 , 6 5 ° 
5 - P a r t e r e a l (R) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
*32
 = 
- 0 ,00004555 m 
u 3 2 = - 0,000.00346 m 

2 6 6 
Xh2 = 0 ,00003843 mm 
4 - Â n g u l o de f a s e ( t j > ) 
P i c o da o n d a - f o r ç a : 
Y = 35 ,50 mm x i = 4 1 ' 7 0 mm 
=> X = 3 9 , 2 0 mm 
X 2 = 3 6 , 7 0 mm 
Y 2 = 34 ,50 mm X- = 4 2 , 7 0 mm 
=> X = 3 9 , 2 2 mm 
2 ' 
X^ = 3 5 , 7 4 mm 
Y 3 - 33 ,50 mm X 5 = 4 3 , 6 2 mm 
X c = 3 4 , 8 2 mm 
b 
=> X ~ 3 9 , 2 2 mm 
3 ' 
Xp = 3 9 , 2 1 mm 
E r r o provável : e = ± 0 , 0 3 mm 
P i c o d a o n d a - d e s l o c a x n e n t o : 
Y - 2 7 , 0 0 mm X . « 4 1 , 4 1 mm 
X 9 = 3 7 , 1 7 mm 
X1 = 39 ,29 mm 
X = 12 ,16 mm (pelo M c r o s a õ p i o ) =*-=> u = 1 4 , 4 1 prn 
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o = 7 ,99 mic roscóp io 
2 6 7 
X - 3 6 , 3 2 mm 
Y 3 = 17 ,00 mm X 5 = 4 3 , 1 8 mm 
X = 3 5 , 4 6 mm 
6 
=> X 2 = 3 9 , 3 3 mm 
= > X , = 3 9 , 3 2 mm 
= 3 9 , 3 1 mm 
E r r o prováve l : = ± 0 , 0 4 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c ó p i o 
1 - X = 5 0 , 1 9 ura; X 2 - 3 6 , 8 4 mm = > X = 1 3 , 3 5 mm 
C 1 
2 - X . = 4 1 , 7 6 mm; X 0 - 2 8 , 4 0 mm = > X = 1 3 , 3 6 mm 
3 - Xj - 3 6 , 8 4 mm; X 2 - 2 3 , 4 8 mm = > X = 1 3 , 3 6 mm 
O 3 
X - 1 3 , 3 6 
c 
5 = 2 , 6 9 ° ; ( ( , = - 1 8 2 , 6 9 ° 
5 - P a r t e r e a l (P) e p a r t e i m a g i n á r i a (ü) 
R 1 2 - 0 , 0 0 0 0 3 8 3 9 m 
U , 2 = + 0 , 0 0 0 0 0 1 8 0 m 
Y, = 2 2 , 0 0 mm X, - 4 2 , 3 3 mm 
2 
2 6 9 
X = 0 ,00000290 m 
5 2 ' 
4 - Â n g u l o de f a s e (<J>) 
P i c o da o n d a ~ f o r ç a : 
Y = 47 ,70 rara X 1 = 4 3 , 1 7 mm 
=> X- = 3 7 , 9 1 mm 
X = 3 2 , 6 4 um 
2 ' 
Y„ = 46 ,70 mm X , = 4 2 , 4 5 mm 
Xh - 3 3 , 2 9 rom 
Y . = 45 ,70 um X , ~ 4 1 , 7 2 mm 
X = 3 3 , 9 0 ram 
6 
=> X = 3 7 , 8 7 rrm 
2 
=> X • 3 7 , 8 1 ran 
3 ' 
Xp = 37 ,86 ran 
E r ro provável^ e p = ± 0 , 0 7 mm 
P i c o da o n d a - d e s l o c a m e n t o ; 
Y1 = 33 ,20 mm X1 = 4 0 , 8 0 mm 
=» Xj = 3 8 , 7 7 ram 
X 2 = 3 6 , 7 4 mm 
X - 1 5 , 3 3 mm (palo microscopio) u - 3 , 6 3 \m 
1 d i v i s ã o do microscopio = 8 ,0 m 
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X, = 34,78 mm 
Y, = 15,20 mm X c = 44,37 ram 
J 5 
X 6 = 33,08 ram 
-=> X 2 = 38,79 mm 
=> X, = 38,73 mm 
= 38,76 mm 
Erro provável: = ± 0,05 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c ó p i o 
1 - X - 42,83 mm; X = 25,03 mm => X , = 17.80 mm 
1 ' 2 ' C l 
2 - X, - 52,70 mm; X, = 34,73 mm X = 17,97 mm 
1 ' ' 2 ' C 2 ' 
3 - X, - 25,03 mm; X„ = 7,56 mm X = 17,47 mm 
1 2 C 3 
X ' - 17,75 mm 
c 
i = 18,25° ; cj> = - 18 ,25° 
5 - P a r t e r e a l (P.) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
R 5 2 = + 0,00000275 m 
U 5 2 = - 0,00000091 m 
Y 2 - 24,20 mm X 3 - 42,79 mm 
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1 Freqüência de e x c i t a ç ã o : F 6 = 23,10 Hz 
2 - Amplitude da forcei de e x c i t a ç ã o (P) 
(Fo to : 0,01 V / d i v ) : 
I = 10 mA = > Fator multiplicação da amplitude: 
10 
10 
3 - Amplitude de deslocamento (X) ( F o t o : 0,2 V / d i v ) 
36,00 - 5,98 
1- fedida: X m X = 15,01 mm 
2 
37,12-6,13 
2- M-dida: X2 m => X2 = 15,50 irai 
37,53 - 6,2 
3- Nedida: X 3 * => X 3 = 15,67 mm 
FOTO N9 12 
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3 , 6 4 pm 
X x - 3 4 , 7 4 mm 
X 2 = 3 4 , 7 5 mm 
X 3 = 3 4 , 6 9 mm 
X = 3 7 , 5 2 mm 
X = 1 5 , 3 9 mm ( p e l o m i c r o s c ó p i o ) = > u = 
1 d i v i s ã o d o m i c r o s c ó p i o = 8 , 0 0 mm 
X g 2 - 0 , 0 0 0 0 0 3 6 4 m 
4 - Â n g u l o d e f a s e ((f>) 
P i c o d a o n d a - f o r ç a ; 
Y x = 4 2 , 5 0 mm X1 = 4 0 , 4 6 mm 
X 2 = 2 9 , 0 9 mm 
Y 2 - 4 1 , 5 0 mm x 3 " 3 9 / 5 0 mm 
X = 3 0 , 0 0 mm 
k 
Y 3 - 4 0 , 5 0 mm X _ = 3 8 , 6 0 mm 
X„ = 3 0 , 7 8 mm 
X p = 3 4 , 7 3 mm 
E r r o p r o v á v e l : e = ± 0 , 0 6 mm 
P i c o d a o n d a - d e s l o c a m e n t o ; 
Y ^ = 3 2 , 0 0 mm X i = 3 9 ' 9 3 m c i 
X 2 = 3 5 , 1 0 mm 
2 7 3 
Y = 2 7 , 0 0 mm X 3 = 4 0 , 9 7 rrm 
X ^ = 3 4 , 0 0 mm 
Y = 2 2 , 0 0 mm X = 4 1 , 9 3 itm 
3 ' 5 
X , = 3 3 , 1 4 mm 
6 
X 2 = 3 7 , 4 9 mm 
»=-> X 3 = 3 7 , 5 4 mm 
= 3 7 , 5 2 mm 
E r r o p r o v á v e l : = ± 0 , 0 5 mm 
V a l o r d o c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X1 = 4 0 , 5 4 mm; X 2 - 2 2 , 7 2 MTÏ = > X j = 1 7 , 8 2 mm 
2 - X1 = 5 2 , 3 0 mm; X 2 = 3 4 , 4 5 mm = > X = 1 7 , 8 5 mm 
3 - X . = 3 4 , 4 5 mm; X„ = 1 7 , 1 3 mm = > X = 1 7 , 3 2 ma 
1 ' 2 ' C 3 ' 
X = 1 7 , 6 6 mm 
c 
cf> = 5 6 , 8 7 °
 ; <|> = - 5 6 , 8 7 ° 
5 - P a r t e r e a l ( K ) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
R 6 2 ~ + ° / Û 0 0 0 0 1 9 9 M 
U 6 2 = - 0 , 0 0 0 0 0 3 0 5 m 

2 7 5 
=> x = 7 ,48 mm 
X ^ - 7 , 4 8 mm 
X 2 = 4 , 6 8 mm 
Y ~ 4 6 , 0 0 mm X , = 1 1 , 0 2 mm 
2 
= 3 , 9 2 mm 
Y = 4 4 , 0 0 mm X c = 1 1 , 6 5 mm 
3 5 ' 
X,. = 3 , 3 1 mm 
b 
= > X = 7 , 4 7 mm 
2 
=> x = 7 , 4 8 mm 
3 ' 
E r r o p r o v á v e l : e F = ± 0 , 0 3 mm 
P i c o d a o n d a - d e s l o c a m e n t o ; 
Y1 - 3 8 , 0 0 mm X 2 = 1 0 , 6 1 mm 
X 2 = 4 , 9 8 mm 
X = 7 , 8 0 mm 
X = 2 2 , 3 2 nm ( p e l o m i c r o s c ó p i o ) ^ > u ~ 5 , 2 8 \m 
1 d i v i s ã o do m i c r o s c ó p i o H 8 , 0 0 mm 
X ? 2 = 0 , 0 0 0 0 0 4 2 3 m 
4 - Â n g u l o d e f a s e ( $ ) 
p i c o d e o n d a - f o r ç a : 
Y = 4 8 , 0 0 mm X1 = 1 0 , 2 7 mm 
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X^ = 3,68 mm 
Y = 18,00 mm X - 13,18 mm 
3 5 
=> X 2 = 7,81 mm 
=> X 3 - 7,80 mm 
X f i = 2 ,41 mm 
5 ^ = 7,80 mm 
Erro provável: e D = ± 0,03 mm 
V a l o r do c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
1 - X = 21,46 mm; X = 4 ,48 mm --•> X = 16,98 nm i 2 ci 
2 - X, - 28,31 mm; X„ - 11,11 mm => X = 17,20 mm 
1 2
 C 2 
3 - X } - 29,80 mm; X 2 - 12,65 nm => X ^ = 17,15 mm 
X - 17,11 nm 
c 
<J> = 6 ,75° ; (j) = - 186,73° 
5 - P a r t e r e a l (R) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
R ? ? = - 0,00000420 m 
U 7 2 = + 0,00000050 m 
Y = 28,00 mm X, - 11,93 mm 
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FOTO N9 16 
1 - F r e q ü ê n c i a do e x c i t a ç ã o : F 8 = 2 3 , 4 8 Hz 
2 - A m p l i t u d e d a f o r ç a d e e x c i t a ç ã o (P) 
( F o t o : 0 , 0 0 5 V / d i v ) . 
I - 12,5 itiA = = > F a t o r de m u l t i p l i c a ç ã o da ampl i tude : 
10 1 
12 ,5 1,25 
3 - A m p l i t u d e d e d e s l o c a m e n t o (X) ( F o t o : 0 , 2 V / d i v ! 
42,89 - 4,88 
1- Medida : X . = « > X j = 19,01 mm 
2= Medida: X = 
43,56 - 7,15 
m X 2 = 18,21 mm 
3 - Medida: X , = 
43,00 - 5,00 
«-> X 3 = 19,00 mm 
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4,44 ]im 
X = 11,46 mm i 1 
X 2 = 11,48 mm 
X 3 = 11,51 mm 
Xl = 11,63 mm 
X = 18,74 mm (pelo mic roscop io ) => u -
1 d i v i s ã o do o s c i l o s c ó p i o = 8 mm 
X n , = 0,00000355 m 
4 - Â n g u l o d e f a s e (<J>) 
P i c o d a o n d a - f o r ç a : 
Y x = 43,00 mm X1 = 14,22 irra 
=> 
X = 8,69 mm 
2 ' 
Y o = 41,00 mm X , = 14,99 mm 
=> 
X, = 7,97 mm 
Y , - 39,00 mm X^ = 15,71 mm 
X = 7,30 mm 
Xp = 11,48 mm 
E r r o p r o v á v e l : £^ ~ ± 0,05 mm 
P i c o d a o n d a - d e s l o c a m e n t o : 
Y 1 ^ 33,00 mm X1 = 14,60 mm 
=> 
X = 8,66 mm 
2 7 9 
Y 2 = 3 .0 ,00 mm X 3 = 1 5 , 0 7 mm 
X ; - 8 , 1 8 mm 
Y 3 = 1 5 , 0 0 mm X 5 - 1 7 , 6 9 mm 
X 6 = 5 , 3 9 mm 
==-> X 2 = 1 1 , 6 3 mm 
-> X = 1 1 , 5 4 mm 
3 ' 
X ^ = 1 1 , 6 0 mm 
E r r o p r o v á v e l : £ ß = ± 0 , 0 8 mri 
V a l o r d o c i c l o p a r a o m i c r o s c o p i o 
L - X , - 2 1 , 8 6 mm; X„ = 5 , 0 6 mm => X - 1 6 , 0 8 mm 
1 2 c i 
2 - X = 3 3 , 3 9 mm; X o = 1 6 , 0 0 ram => X = 1 7 , 3 9 mm 
1 2 C 2 
3 - Xy = 2 5 , 1 2 mm; X 2 = 7 , 9 0 mm => X = 1 7 , 2 2 mm 
X = 1 7 , 1 4 mm 
c ' 
£ = 2 , 5 2 ° ; (j; = - 1 8 2 , 5 2 ° 
• 5 - P a r t e r e a l ( R ) e p a r t e i m a g i n a r i a (U) 
R e 2 - - 0 , 0 0 0 0 0 3 5 4 7 m 
U 8 2 = + . 0 , 0 0 0 0 0 0 1 5 6 m 
